


Prefazione

La matematica ha sempre svolto un ruolo fondamentale nello sviluppo della civilta,
fornendo strumenti essenziali per comprendere e trasformare il mondo. Fin
dall’infanzia ho coltivato una profonda passione per questa disciplina, che ho
approfondito durante tutto il percorso scolastico.

Questo lavoro, realizzato con le conoscenze acquisite tra il primo anno della scuola
superiore ¢ il conseguimento del diploma, rappresenta un percorso personale volto a
esplorare I’importanza della matematica nella storia dell’uomo e nella formazione del
pensiero scientifico.

Il percorso si apre con una riflessione sull'importanza della matematica e sul contributo
delle conoscenze numeriche e geometriche allo sviluppo delle antiche civilta. Si
prosegue con una piccolissima (direi infinitesima), introduzione storica all’analisi
matematica, approfondendo il calcolo integrale e le equazioni differenziali (con
semplici applicazioni all’ellettrotecnica), fino ad arrivare all’uso del computer (in
particolare 11 Commodore 128) per la risoluzione numerica di integrali e sistemi
differenziali, tramite programmi in linguaggio BASIC.
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INTRODUZIONE

Nells prima parte di questa modesta trattazione
ho riportato una breve e semplice storia delle origini
della matematica ed ho messo in evidenza l'enorme con-
tributo che gquesta scienza ha offerto al brogresso del-
la civilta, sin dai temﬁi pid antichi.

Contemporaneamente tratto delle prime nozioni di
aritmatica e geometria che costituiscono il punto di
partenza per lo svelgersi di questa scienza.

Nella parte successiva ho riportato una breve in-
troduzione storica sull'analisi matematica seguita da
un breve panorama storico sulle teorie ad essa applica-
te (da Eudosso di Cnidc a Slerpiski).

In seguito mi sono saoffermato suvllo studio degli

integrali e delle equazioni differenziali del primo e

del secondo ordine, con alcune applicazioni matematie




II

che e nan su di essi.
Infine ho scritto dei programmi su personal com-

puter (Commodore 128) con breve commento,relativi agli

integrali e alle eguazioni differenziali.




IMPORTANZA DELLA MATEMATICA

Un grande scienziato italiano, Galileo Galile:x
(nato nel 1564 e morto nel 1649), soleva dire che "lo
Universo, questo grandissimo libro della natura che
ci aperto dinnanzi, € scritto in lingua matematica ed
i caratteri sono: triangoli, cerchi ed altre figure
geometriche”
Gia molti secoli prima Pitagora un celebre filosocfoc e
matematico greco del VI secolo A.C. (personaggioc real-
mente esistito anche se purtroppo le sue origini si
perdona nelle 1%¥ende in pratica si tratta di un per-
sonaggio semilﬁgendario; comungue una cosa é certa, e
ciné che nella sua casa non esistevano barzellette).

Vissuto a lungo a Crotone nel VI secolc sveva

affermato che il principfo di tutte le cose é da Ti-

cercarsi nei numeri,




Per convincersi dells veritd di questa afferma-
zione, basta osservare attentamente e con passione
gli innumerevoli oggetti che ci circondano; tutte le
cose, (chi pil e chi meno) dalle pil semplici alle
pil complesse, parlano un linguaggio guasi sempre ma-
tematico.

Strade, ponti, costruzioni di ogni genere, mezzi di
trasporto, dall'umile carro degli antichi uomini alla
moderna automobile, portano i segni di quella meravi-
gliosa costruzione dell'uomo che é la matematica.

Non é difficile scoprire strutture geometriche
nelle sinuose ed aerodinamiche linee del moderni reat-
tori, nelle fantastiche tratettorie descritte dai sa-
telliti artificiali nello spazia, nelle ardite costru-

zioni moderne, nei tracciati delle sutostrade, nelle

decorazioni architettoniche di chiese e mgnumenti.




Cosi come non & difficile capire l'enorme impor-
tanza dei numeri e delle strutture numeriche, che sono
alla base di tutte le costruzioni scientifiche dello
uoma; basti pensare alle moderne calcolatrici elettro-
niche ed ai modernissimi calcolatori (i1 computer} che
in millesimi di secondo eseguono calcoli complicatis-
simi.

Con l'aiutc di semplici strumenti geometrici é stato
possibile risolvere rapidamente problemi di agrimensu-
ra, di ingegneria e di astronomia e costruire apparec-
chi e meccanismi che rendono sempre piu agiata e con-
fortevole la vita degl'uomo; per 1il momento sul pra-
prio pianeta in sequito pud darsi su altri.

La geometria come l'esritmetica, appaiono percid

strettamente connessi con 1 problemi della vita reale,

cosl ora, nell'epoca dell'energia atomica, delle cal-




colatrici elettroniche e dei cosiddetti cervelli elet-
tronici, come nell'antichita, quando gli womini, per
risnlvere i problemi della loro vita quotidiana, anda-

rono scoprendo a mano a mano le prime strutture numeri-

che e geometriche.




COME LE CONOSCENZE ARITMETICHE HANNO CONTRIBUITO ALLO

SVILUPPO DEGLI ANTICHI UOMINI

NUMERI E NUMERAZIONE

TEMPO, TACCHE E NUMERI Quandoc e come furono inventati ?

Gli vomini primitivi non avevano né cittd né
grossi villaggi e per procurarsi il cibo si spostavano
continuamente da un posto all'altro, per cercare frut-
ti radici, cereali, animali da cacciare,.

La vita era allora estremasmente semplice e gli
vomini possedevano pochissime cose: pelli di animali
per ripararsi dal freddc, poche armi per la caccia, Tu-
dimentali recipientl per l'acqua.

Talvolta penso era necessario scambiarsi qualcuno di
tali oggetti e nella contrattazione nacquerc i primi

numeri:"Io ti dd una pelie di orso e tu mi dai due pun-

te di lancia".




E tutto il discorso veniva fatto con le mani:un
dito significava una cosa, due dita due cose, ecc.....
.Questa era tutta l'aritmetica di allora; gid quattro o
cinque oggetti costituivano per loro un mucchio di og-
getti.

Nella ricerca del cibo spesso gli veomini erano
costretti a spostarsi da una regione ad un'altra; ed
essl si accorsero ben presto che i frutti degli alberi
non sempre erano maturi e buoni da mangiare.

Gli uomini pid saggi scoprirono cosi che era mol-
to importante sapersi orientare e conoscere l'andamen-
to delle stagioni.

Certamente 1l sole ed alcune costellazioni di stelle
lo aiuterono a orientarsi durante i suoi continui spo-
stamenti.

Il sole fu anche il primo "orologio" dell'vomo e




l'osservazione delle ombre prodotte dagli oggetti colpi-
dai raggi solari (possiamec paragonarlili alle lancette di
un moderno crologio) permise di stabilire 1'orario del-
‘la giornata con una certa approssimazione.

Per misurare periodi di tempo pild lunghi si ri-
corse alla lura; 1 nostri progenitori si accorsero che

le varie fasi lunari si svolgevanc con regolaritd. Per

determinare il periodo ricorsero a un sistema moltc sem-
plice: ad ogni sorgere del sole incidevano una tacca su
un fusto di ur albero; una tacca,un giorng,due tacche,
due giorni, e casl via.

Stabilirono in tal modo che l'alternarsi delle
fasi lunaririchiedeva grosso modo una trentina di giorni
e che occorrevano dodici di talil periodi per passare da
uyna primavera all'altra. Dopo un certo tempo, gli vomi-

ni furono cesi inm grado di prevedere 11 tempo giusto




per la maturazione dei frutti, per la caccis, per l'ar-
rive del freddo e della buona stasglone. Da guesto prima
rpzzo (ma importante per i fempi di allora) caslendario
usorse, dunque, la necessita di scrivere i numeri.

La pil antica scrittura di numeri conosciuta Ti-
sale a circa cinquemila anni fa e proviene dalla Meso-
potamia. I numeri venivano scritti su tavolette di ar-
gilla e sul papiro e 1 loro simboli, per i numeri pio
piccoeli ricordanc la forma delle tacche.

{Vedere la figura relativa)




EGIZIAND
111
III 111 IIII TI1I
T II III IIII
111
1 i 3 4 II 111 III IIII
. 5 6 7 8 III
g

G
N C

10 100

1000

BABILONESE

Y Yy YYY YYYY

1 2 3 4

fino al numero nove é analogo a quello egiziano dope

. , Y
diventa: £ a0

10

LATINO ANTICO

I 11 IIT ITII Vv VI VII VIITI VIIII X L C I
1 ? 3 4 5 8 7 g 9 10 50 100




PiU tardi i Romani usarono anch'essi delle li-
nee per indicare i orimi numeri, ma per i numerl succes-

sivi fecero ricorso alle lettere dell'elfabeto (fig.

.pagina 9)

Uno dei pil importanti sistemi dﬁ numeraziane
dell'antichitd é certamente quello usato dai Mayas della
America centrale. Essi scrivevano i numeri servendosi
solo di tre simboli: un punto uns linea e un ovale sot-

to ogni numero, guesto risultavamoltiplicato per venti;

L .

cosi il simbolo Czagg significave sessanta.

(fig. pagina 1i1)
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ABACO, ZERQO E SISTEMI DI NUMERAZIONE

E' assurdo pensare che il progresso sulla stra-
da dei numeri sia stata facile e rapido

Nei primi tempi 1l'uomo ehbe a che fare con nume-
ri pivttosto piccoli e poté rappresentarli con una cer-
ta semplicita. Ma col passare del tempo e con lo svilup-
parsi del commercio si presentd la necessita di scrive-
re numeri pil grandi e, soprattutto, la necessitd di fa-
re calcoli.

Gli antichi sistemi di numerazione si basavano
sull'vso di un simbolo diverso per ogni numero o sulla
ripetizione di uno stesso simbolo.

I Romani ricorsero, per alcuni numeri, alle lettere del-

1'alfasbeto

1 5 10 50 100" 500 1000




Una lettera scritta a sinistra scttrae delle
unita, scritts a destra le aggiunge: IL = 50-1 = 49
VII = 5 =« 1 + 1 =7
Ma anche 1 romani non risolsero 1]l problema di scrivere
rapidamente 1 numeri; pensate che per scrivere numeri
relativamente piccoli occupavano tre o qguattro righe
della loro tavelozza d'argilla.

le operazioni, poi erano per lorc complicatissi-

me e in esse si cimentavanc solo 1 grandi matemstici.

Quasi contemporaneamente alla civilta romsna, circa due-

e

mila annl fa, la popolazione dell'lIndia scrivevano i nu-

i

meri due e tre con lineette orizzontali (vedi figura)

o
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=

fig. 1 fig. 2




Quindi si vede facilmente come, a8 poco & poco,

; simboli si modificarano com'é indiceto nella fig. 2

‘fino ad arrivere ail nostril due e tre.Ma non fu certamen-

te questo il merito principale degli indiani. Anch'essi,
come gli egizi e i babilonesi, usavanc un 1ingegnoso
espediente per scrivere i numeri e per fare i calcoli:
tracciavano alcuni solchi paralleli suvla sabbia o sul-

le tavoclozze ed in essi ponevanc dei sassolini e, suc-

. cessivamente, delle palline.

Ogni sassolino nel primo solco, partendo da de-
stra, indicava le unitd, quelli del secondo le decine,
quelli del terzo le centinsia, e cosi via. E' stato que-
sto il primo rudimentale abaco

Nell'abaco, dunque, un sassclino di un solco ha
un valore uguale a dieci volte gquello di un sassolino

posto nel solco immediatamente precedente.




Cid vuol dire che il sistemsa di numerazione ha

per base il numero dieci.

migliaia centinaia decine unita
109 102 107 10°
5 2 3 2

Questc é il numero rappresentato nell'abaco qul sopra

.
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Antichi sistemi di numerazione sono quello qui-

naric (base cingue), sorto dalla possibilita di contare
a cinquine mediante 1'uso delle dita di una mano; quel-
lo vigesimale (base venti), di cul rimane traccia nel

" guatre-vingts " del francesi per indicare ottanta,
cioé guattro ventine; quello duodecimale (base dodici

di cui rimane traccia nell'uso delle dozzine, ciocé dodi-
ci unita; quello sessagesimasle (base sessanta, 1n USO
presso gli antichi babilonesi di cui rimane traccia nel-
la divisione dell'ora in sessanta minuti e del minuto

in sessanta secondi. Ma ritornando agli indiani possia-
mo dire che essi usavano il sistema di numerazione a ba-
se dieci, nato certamente dalle possibilitd di contare

a decine, usando le dita delle due mani.

Ebbene, l'abaco suggeri agli indiani una delle

pil grandi scoperte dells storia dei numer:.




Ponendo due palline in due colonne dell'abaco,

si poteva ottenere 11 numero undici, oppure centouno,
oppure centodieci, ecc. Nella trascrizione di numeril
come indicare i1l valore corrispondente alle colcenne vuo-
te? Per indicare tali colonne gli indiani pensarono di

usare un puntino cosl come noi oggi usiamo lo zero.

Gl
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Nacque cosl lo zero e la sua scoperta, come si
pud intuire facilmente, costitul una vera rivoluzione
nell'arte della numeraszione e dei calccli.

fu cosl possibile scrivere 1 numeril usandao 1
dieci simboli o cifre del sistema di numerazione decima-

le;

ma fu soprattutto possibile eliminare tutte le difficol-
t38 che si presentavanc nelle epoche precedenti anche
nei calcoli pil semplici.

11 sistema di numerazione fu appreso dagli ara-

bi nell'India {(VII secolo d.c.) e dagli arabil si diffu-
se¢ in Europa, soprattutto per merito del matematico ita-

liano Leonardo Fibonacci, che nel 1202 scrisse 11 li-

bro dell'abace (in latino:liber abaci) nel quale spie-



ga genialmente 11 loro comodissimo sistema per scrivere

i numeri e le sue applicazioni.

Nello schema precedente é stata effettuata con 1'abaco

l'operazione 565 + 46 = 611




Per concludere possiamo dire che il sistema ro-
mano é additivo mentre il sistema di numerszione decima-
le é posizionale. Infatti se consideriao il numero roma-
no XXX, formato da tre simboli wuguali, tutte le cifre
indicano lo stesso valore, cicé dieci unitd. Il numero
considerato corrisponde percid al nostro trenta: 1 roms-
ni tra due simboli sottindendevano i1l segno di addizzio-
ne o sottrazione; se ora consideriamo il numero 44 del
sistema di numerazione decimale, esso é formatc da due
cifre vguali, ma essi non hanno lo stesso valore: la ci-
fra a destra indica 4 unitd semplici, la cifra a sini-
stra indica 4 decine di unitd ossia 40 unita semplici.

I1 valore delle cifre, dungue, dipende dalla po-

sizione che esse occupano, il sistema di numerazioen de-

cimale & percid un sistema posizionale.

L'aritmetica nacque come la geometria, dai po-

CREiERERRE
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poli antichi e per necessita della vita pratica, come
quelle di rappresentare e di calcolare con i numeri, di

determinare con una certa approssimazione l'arrivo del-

la bucna stagione, e il tempo adatto per la caccia.

RRTR NRA o

g
E |
&
=
=
=
=
E




E
=
:
=
E :
-
s
|

COME LE COSCENZE GEOMETRICHE HANNO CONTRIBUITG ALLO

SVILUPPO DELLE ANTICHE CIVILTA'

LA GEOMETRIA NELL'ANTICO EGITTO

PIRAMIDI - Dove e come nacque la geometria ?

Nella parte orientale dell'Africa si estende un
grande deserto ondulato, la cuil estensione & all'incir-
ca due volte quella dell'ltalia: l'egitto.

Esso & percorso in tutta ls sua lunghezza da un grandis-
simo fiume, il Nilo, che sbocca nel Mar mediterraneo.
Ltungo le rive e nella valle del fiume il deserto diven-
ta terreno ubertoso ricco di vegetazione.

Bropiziata dal benessere derivante dalls fertili-
t3a della striscia di terra adiacente al Nilo, fiori in
Egitto un'antichissima civiltad che permise di fare im-

portanti progressi nel campo della scienza e delle arti.




A quel tempi 1'Egitto era governato dalle dina-
stie del Faraoni, 1 quali esercitavano 1l loro potere
attraverso i sacerdoti, che ben presto diventarono gl:z
vomini pid influenti del loro territorio.

Tra l'altro, furono i1 sacerdoti & dirigere la costruzio-
ne di grandi templi & delle piramidi che servivano ccome
"tombe per i faraoni.

La pil grande delle piramidi, quella di Cheope,
fu costruita tra il 3000 ed i1 2500 a.C.; si presume
che la sua costruzione abbia richiesto l'opera di circa
centomila uomini per vent'anni! Le sue dimenzioni sono
encrmi: circa 145 metri di altezza, mentre il lato del-
la base, che ¢ un quadrato, €& di 233 metri circa.

Per erigere questi grandiosi monumenti, gli egil-

ziani dovevano saper preparare e disegnare 1 progetti

che in un primo tempo furonc incisi su tavolette




41 argilla ; dovevano conoscere il modo si splanare, le-
vigare, squadrare blocchi di pietra, di trasportarli

nella giusta posizione.

SQUADRA E TRIANGOLI

Un primo problems si presentd senza dubbio con
la squadratura di quegli enormi blocchi di pietra. Per
far cid era necessaria una squadra, e per costruire una
squadra gli Egiziani dovettero prime costruire un trian-
golo con due lati ad angolo retto.

Per misurare le lunghezze essi usavano una cor-

da con dei nodi ad uguale distanza l'uno dall'altro or

bene, in circostanze rimaste sconosciute,gli Egiziani
scoprirono che nel triangolec avente per leti tre pezzi
di corda, composti rispettivamente di 3,4,5, parti ugua-

li di fronte al lato pil lungo si trovava un angold retto



o togliendo questo lato pil lungo, ottennero la comune squa-

. dra usata dei muratori e dai falegnami.

 QUADRATO E CERCHIO

i sa certamente che le facce delle piramidi d'Egitto
sono dei triangoli, mentre le basi, costituite da enormi
blocchi di pietra, hanno la forma di un quadrato.

Nel costruire la.base a forma perfettamente guadrata

gli Egiziani posero ogni cura.

Ma come Tiuscirono & costuire un quadrato? Con la cor-
da provvista di nodi essi potevano costruire sul terreno
spianatc un quadrilaterc in modo che 1 lati fossero ugua-
1i, ma non sappiamo come essi ottenero che gli angoli fos-
sero retti, come nel quadrato.

Forse si servivano della sguadra o forse realizzarono

il loro intento con l'aiuto di un'altra figurs geometrica



che conoscevano da tempc: 11 cerchio.

Certamente essi sapevano diseganre un cerchio, serven-
dosi di una corda che aveva un estremo:fissato ad un pa-
1o conficcato nel terreno; facendo ruotare l'altro estre-
mo provvisto di un pezzo di legnc appuntito, in mado che
1z corda Timanesse sempre tesa durante la rotazione, essi
tracciavana sul terreno una circonferenza, cicé la linea

che limita il cerchio(la circonferenza é anche definite

come il luogo geometrico dei punti del piano aventli da un

punto fisso, il centro C, una distanza assegnata T detta

raggio).
§i tratta ovviamente di un primo rudimentale compasso.

Gli Egiziani sapevanc anche che il cerchio é tanto

pid grande gquanto pil grande ¢é la corda, cioé il raggio

del cerchio stesso (A= P&ig . C=2fC 1)

Per costruire angoli retti sul terreno, il cerchio



venne utilizzato in maniers analoga & quella che utiliz-
siamo noli oggi per disegnare angoli retti su un foglic da
disegno.

Una volta raggiunto lo scopo di costruire gli angoli
retti sul terreno era molto facile costruirvi il quadrato;
e una volta costruito il quadrato sul terreno, essoO veni-
va ricoperto con un primo strato di blocechi di pietra le-
. vigsti e squadrati.

Per 1a sovrapposizione degli altri strati, i blocchil
venivano trascinati su dei piani inclinati costituiti da
mucchi di terra, con l'aivto di rulli di legno che ne age-

volavano la salita.

I1 secondo strato era leggermente pil piccolo del pri-

mo e veniva posto esattamente nel mezzo di questo;e cosi
via, per gli strati successivi.

In tal modo le facce delle piramidi apparivanc in un



primo tempo come enormi scalinate triangolari; successiva-
mente gli incavi tra uno stato e 1'altro venivano riempi-
te con pletre pil piccole e mattoni.

Per potere realizzare queste opere grandigse, gli ar-
chitetti egiziani dovevano possedere numerose conoscenze
pratiche (e molte altre ne acquistarono durante la realiz-
zazione) nell'arte della misurazione, cioé nella geome~

tria.

LA MISURA DELL'ESTENZIONE DEI CAMPI

Non bisogna perd ritenere che le conoscenze geometri-
che degli antichi Egiziani fossero soltantc nella proget-
tazione e nella costruzione dei templi e delle Diramidi,

Fin dai primi tempi della vita di quel popolo si pre-
sentarono altri problemi,'la necessita di risolverli por-

té slla scoperta di altre regole di geometria.



Ritornando al discorso relativo al fiume Nilo si & vi-
sto che quest'ultimo era l'unica fonte di benessere per
i'Egitto; infatti, 1l resto del paese era terrenc deserti-
ceG.

Ogni annc, nel periodo che va da giuvgno a settembre,
i1 Nilc supera gli argini ed inonda la vallata, depositan-
do uno strato di fango (Limo) che fertilizzs 11 terreno.

A quei tempi, se da un lato le periodiche inondazioni
permettevanc di produrre un ottime raccolto, dall'altro
procuravs dei problemi complicati, perché le acque che in-
vadevano la valle asportavano i confini posti tra un cam-
poc e l'altro.

Si rendeva percid necessario misurare l'estensione
dei campi, di modo che, dopo l'inondazione, i cenfini po-
tessero essere Tapidamente ripristinati.

la necessita di misurare l'estensione dei campl sorse




fénche per un altro motivo: pare che i governanti dell'an-
 £ic0 Eggitto, i Faraoni, facessero pagare le tasse ai con-
fltadini e che queste fossero tanto pitt elevate quanto pib
'iérande era l'estensione del campl.

| Questi compiti di ripristinare i confini deil campl e
:;ﬁi riscossione delle tasse venivano affidsti il pil delle
:;volte ai sacerdoti, i quali fra 1'altro dovevano conosce-
i;e i1 mode o i modi di trovare 1'area deil campl.

Forse la prima figura di cul impararcno & trovare 1'a-
‘rea fu il rettangolo; i pavimenti di melti templi ed abi-
Jétazioni erang di formas rettangolare e rTicoperte di matto-
nelle quadrate; l'sttentsa osservazione di un pavimento

del genere dovette indubbiamente portarli alla regola per
trovare 1'area del rettangolo (A= b.h) - 1 sacerdoti egi-

ziani scoprirono ben presto come calcolare 1l'area di un

triangolo, osservando che esso Eera la metad di un rettango-




Naturalmente, non rytti 3 campi avevano forma rtettan-

golare 0O triangolare; Spesso essi i trovavano COR la for-

ma di un pocligong gqualungue.

Per trovare l'area 1 sacerdoti 131 suddividevano in

triangoli e sommavano poi le singole aree degli stessi.

La geometria,quindi possimo dire che nacque ed 1in un

primo tempo si sviluppd in Egitto; da e per necessita del-

1a vita pratica, COME quelle di grigere piccoli e grandi

costruzioni O di misurare 1'estensione dei terreni.

Pib tardi, nell'antica Grecla, guesta Tamo della ma-

tematica cominciO B diventare vera € propria scienza ed a

svincolarsi dalle questieni di carattere pratico.

Ma i Greci, memori dell'origine di guesta scienza, 1a

®

chiamaTronoc geometria, da mitron che significa 1n greco mi -~

sura dei terreni.




INTRODUZIONE STORICA DELL'ANALISI

L'analisi é una disciplina matematica che comprende
parecchie teorie le cul principali sono:

- I1 calcolo infinitesimale propriamente detto ( calcolo
differenziale ed integrale);

- la teoria delle funzioni e specialmente la teoria delle
funzioni di una variabile: reale;

- 11 calcolo delle variazioni, ecc.

Si tratta di una parte importante dell'edificio mate-
matico, nata dalle scoperte di Fermat, Newton e Leibniz e
con molteplici applicazioni alla fisica.

Segue nella pagina successiva un breve panorama stori-

co di questo ramo della matematica (Analisi).




fudosso
Crmdo  {408-355
a.C)

Archimece

AUNTS) R

{1540-1603}

Kupiero
{1574-1630)

Cayalien
{1598-1647}

Hascal

(1623-1662)

Dimostrazions per esaustions {me- Waikis
todo di spprossimazione ail’infi- (1816-1703)
nifo).

Utitizzazione del melodo per esau-
stions per calcolare la superlicie
della parabola; detarminatione
delle langent! aHe spirali

DA P'espressions del prodollo in-
finito

b ™ L3 b

COS —+COS ==s 008 . ., + CO$ —

4 8 16 2"

come uguale all'infinilo, 3 — (Va-

) T . Naprer
riorum da rebys mathematicis re- (o Neper
sponsorum, 1593). 1550-1617)

Nova slereomelria doliorum wina- Nicoia
riorum {1615): solutioni approssi- Mercator
mative di diversi problemi secon- {1620-1687}
do il metode di Archimeda.

Geomaelria Indlvizibitibus  conti-
nuorum quadam tatione promola
(1635): delerminazione di una su-
parficia o dl un volume medianls
decomposiziones della ligura da
misurare in elemanti caralierisiici
indivisibili, tanto piccoli gquanlo
si vuole, la cui somma, all'infinito,
fornisce la superficie o il voilume
cercalo. ,

Newton
(15421727}

Tratiato dei seni del quarto di cer- . -
chio: per dimosirare un teorema
paricolare di ingonomelria, Pa-
scal & porlato a considerare la .
similitudine dei due triangoli rat- Lalbniz

\angeli AID g E'KE (figura sotig). 1 (1846-1716)

il

(1G01-1G55)

Per tratiare dei probleml di minls
mao & ¢) maoaalmo, Fermatl suppo-
ne che lo grondorzo A cho ogil
vuoio calcolore o che @ dolo da
uns equazions ¢ lormo HA) = 0,
pud ossers sostllulla do A + E,
assendo l'equazione A + E) =0
una equazions valida. Questo %
chlama wguagliare {8} a8 HA + £}
$I calcola HA + E}, sl riducono 1
lermini &, dopo aver pesic, nel- [ Da Leibniz a
fultimo risullate, £ = 0, si ottie- Eulero {dai 1624
no i'espressione di A, t ol Y740 circa)
Cuesio motodo - in linguaggie |
moderno ~— Consisle percit nel
1are calcoll su A + E, £ sssendo
une quanlity intinitamonts piccola
cul sl applicano le regole dsl cal-
colo ordinarlo o che sl annulla in
saguilo. Fu ripresa da DBarrow
{1630- 1677}, il maeslzo di Newlon.

-

--133 -

Inaugura il calcole delle serie in-
tinite, ton ta dimoslirazione dalla
famosa formula di Wallis, nella
Arlthmetica Inlinilorum [1655).

I
- = limite, quandc n tende al-
2
I"inlinito di

2X A XBEX8,.. x(2n) 1

IXSXTX..X{2a—1)
1

X —.
2n 41

Invenlore dei logaritmi {1614-1610),

Trallale suli'use dei logariimi
(1658).

tnveniore del calcolo ialinitesime-
la, che usa, sopratiutic nei 3suoi
tamosi Philosophiae naturalis prin-
cipla mathematica (pubblicati nel
1887) e nel [rattato della quadra-
tura delie curve. Deliniste ia no-
tione di intinitamente piccolo (i
momenti) e | modo di calcotare it
tirmjte delle somme del rapporti
del momenli. Uinsieme prende
il nome di calcolp delle NHussioni.
Le notazieni di Newton, meno co-
mode di quelle ¢i Leibniz non so-
no slale conservale.

" Inventore del calcolo inlinitesima-

la, indipendentemenle da Newlon
{Nove mathodus pro maximls el
minimis, 1684). L'idea essenziale
gi Lelbniz consisic o~ 2sasiders
re che la carztterislica di una tan-
gente in L ad una curva (vedi la
figura sotio la voce - Pascal=) &,
il triangole AID, al quate il trian-
golo E'KE & sempre simlle, ,an-
che s¢ £ ad £ sono inlinilamente
vicini I'uno all*aitro sulla langents.
Il triangolo AID & chiamalo asse-
gnabife; il triangolo E'KE & inas-
segnabile guando diventa infinita-
menta piccolo. Tullavia il rappor-
KE*
e —— resla coslante o uguals

Al
ut rapporlp ——.
o

Cosl dunquae, con Leibnit a Mew-
len sl irovano dohinile lo rogole
do! colgelo sutle granderzo iah-
nilamenie plccolo, clod dol cai-
cale Inlinltesimalia, cho 3i dwvide
ancora in dua purlic il catcelo de-
ol tnlinilgstmé, o parfvy tiatlo
grandozze funzionali dnty, o il
catcolo Ji Quoslo grondulre o pas-
tiry dagli Infinitosimi, ciod rispol-
livamenla M calcalo dilferenziale ¢
il calcolo intogrele, che scno le
due prime brancha deli’Analisi.

Lo aviluppo del calcolo inlinitesi-
male cencerno, in queslo periodo;
| - Le guastioni ratalive alla serie
inflnite. Seno da ricordare | nomi
ol: Brook Taylor {1685-1731  che
glmostrd che una lunziohe gl uma
sola voriabilo pud essoro messa
solto forma di una sorio {sviluppo
In sorlo df una tunzione); Golln Mc
Laurin (1698-1745); Joan & Jacques
Bernoulll {1667-1748 & 1654-1705).

.

meta del

XvHi secolo

Eutero

meta ul

XiX secoie

P

meta del

XX secolo

XX

Wolersteass

e

Sterplnakl

che svilupparcne il calcolo espo-
nentiale.

7 - La ‘risoluzione delle  equa-
zioni dillerenziali (vedi 537.4):
L'Hospital (16611701}, Varignon
(1654-1722), Riccalt  {1676-1754),
Fagnanoc ({1682-1766).

E 1'epoca In cui si sviluppa la

-teoria delle lunzioni: siudio delle

variazioni di funzioni, calcolo del
diffarenziali e degit integrali re-
fativi a certa funrzionl, proprield
e valori delle funzioni come
{14 x)=, e, log(t + x} ecc.
L'opera pid vasta deli'epoca &
queila di Eulero {1707-1783}, che
utilizza il chicolo infinilesimale
per siudiare le funzioni, da lus di-
vise in funzioni algebriche {poii-
nomi, ecc.) & funzioni tirascen.
danti {funzioni circalari, lagaritmi,
act).

Tooria delle tunzioni elfitliche,
attuata da Legendre {1752-1831).
Carl Jacobl (1804-1851}, Niets Hen-
ik Absl {1802-1829); leciia delie
funrioni analitiche, da lLagrange
{1736-1813), e delle Juniioni di
und varjabile complessa (Eulero,
Lambert, Lagrange, ma sopral-
tulto Gawuss: 1777-1855). Problem
posti dalle serie, soprallullo dal-
le serie trigonometriche (Founier,
Gauss) e, in parlicolare, il proble.
ma deila conatinuita deile funzig-
ni, lrattato in special modo da
Cauchy {1789-1857).

Il punlo di partenza dei laveri di
queslo pariodo & l'opera di Gauss
e quella di Cauchy sulta ¢oni-
nuitz, sulfintegrazionc 4 cerie
funriqni, ece, Riemann (1826-1B66)
e Weierstrass (18151887) rivedo-
no sislemalicamente tulli i set-
tori deil’analisi @ costruiscono la
teorig dealle funzicni di variabile
reale che conducono allo slugio
delle disconlinuitd delle lunzioni
a ad una nucva defimzZione delia
nozione ot integrale. MNello siesso
12MpPo Nascono NUMErnss nuove
dillicaltd, sopraltulic a3 prapesilo
delia ripartizione dalle disconti-
nuita delle funzion:; imposiato da
Dedekind, I probloma & riseilg
c¢a Canlor, l'inventore della toora
degh insiemi, menlre 1 lavon ¢
Poincaré permetlono di Llirare una
riga sopra l'analisi classica.

£ caratlevizento dalla gipngo th-
spula assiomabica {veds 512.1.4) o
dagli sforzl dor malemarc per o-
taborara la noriones dr lranshniip,
sfeumanio tondasmoentaly deltana-
Lt madorne, di coe ad ninnovilorn
fu  tiopr Lebesgow  (HT75-1941)
Quest'uitimo  ha srodollo  una
nuova dehninione di integrala che
ha soshiuilo {a nonione classica
di Rigmann; ia leoria moderna
dolle lunzion di  variabite reale
{Ooire. Lehasgue. Borel} s basa
sulla nozione di insiema, Congiun-
g8 i problem di anahsi lunzionale
{Yokarra, Hadamarg} con i lavors
della acuola polacca e soviehcCs
{Lusin, Slarpinaki, ecec). L'espo-
slziona sistemalicd e asmomakica
detanalisi & stata ripiess, nells
massima eneraisid, dar matema-
her deila scuola i Bourbak




CALCOLO INTEGRALE

MATEMATICO E ESATTORE

Ciascuno conosce il principio delle parti di imposta.

Per valuta:e l'imposts sul redditc dovuta da un contri-

buente, si divide 11 suo reddito x in intervalli e si ap-

plica ad ogni parte un tesso di impostéa progressiva.
Prendiamo l'esempio di una legge fiscale che prevede

un tasso t4= 0% per un reddito compreso tra 0 e 100 (100

escluso), il che si scrive, matematicamente

Ax,x € /(0,100 7, t = 0 ; un tasso t,= 5% per ls parte che

va da 100 s 300 (300 esclusc), cioe:

Ax,x £ [ 100, 300 7,t = 0,05 ; eppure per tp = 10% si ha

si ha un'analocga formula;

per la parte che va da 300 a

500 (500 escluso), per tg = 20% si ha anche qua un'analo-

ga formula per la parte che va da 500 a 700 (700 escluso),



per ts = 30% con x 2» 700

Ogni parte pags percit un'ilmposte yq, ¥o , ...¥, €

1'imposta globale dovute dsl contribuente e

y = yq4 +t Y2 t ¥z * ¥4t ¥s, che si pud scrivere con 1l
.=5 5

simbolo g c{y = E yi Oppure pid semplicemente j{; yi)
=t 1

cid pud rappresentarsi graficamente nel modo indicato dal-

la figura di p.36

La curva II della figura di p. 3L @& stata costruta in

¢
moda che, per ogni valore di x, la somma y = EZ y; possa
4

essere letta immediatamente.

il grafico é una

+ 1 7,

In ogni intervallo /[ x5, x4

linea retta che rappresenta la funzione vy fix).

Per esempio, per a = 450, l'imposta &

100 x G = 0 = yq
200 x 0,05

150 x 0,1



) ! {tasso dell'imposia)

icole fiscale

BRI ‘
gyrva deil tassi: t & %] :
s : n
sstante in ogni inter- 15 . :

io, £(x) é una funzio- s s
[

3
1

.a scala. ] x (reqdito)
: immm‘n}
I |

-~

1. curva corrispondente

‘le imposte: la cresci-

i

i

!

non & la stessa in ogni §
Hb)

1
ervallo dells funzio- I
- 10l __|
1s funzione y=f(x) é }

|
|
I
|
|
I
|
I
|

60 4
tta poligonale. Per

eterminare gquanto un i

ntribuente paga di tas- 0.

basta condurre la 10 i MJ.
rallela a Oy condotta gﬁr"“T———_"‘""ifT i

punto M di ascissa T i ’ o E!
Mf: a = reddito con- 5 g// - E } .
derato. o 100 300 % 500 700 r {reddito}




Guardando il problema ds un puntec di vista pil matema-
tico ne segue : cgnli parte corrisponde ad un intervallo
éperto a destra, [ Xg , X1 J, [ %4, X2 T, ..., [’xn_l,xn],
a cul appartiene la variabile x (reddito).

La larghezza di un simile intervalloéﬁSE: X - X4 per

il primo, Agy= %, - X, , per il secondo, e cosl di sequi-
p z 2 1 p g

to.
La y & sta ta calcolsta mediante ls relaziane
)
y = tj‘-[s_‘{x—k t2' Aﬂx + ... + taa AS)L, = Z tj. ACX f
!

o anche, poiché non c'é ambiquita, y= 2; f(x) Ax essendo
f(x) un funzione a scala.

Supponiamo adesso che si voglia applicare la legge fi-
scale con una maggiore giustizis, bisognerd dividere il
reddito in parecchie parti, 1l cul spessoTe A x , sara
molto piccolo per esempilo, Nx = 100, o Ax = 10 ...; =&

limite saremo portati a tenere conto di parti infinitamen-




te piccole dx , del reddito a cui si applica il tasso f£(x),
e per cslcolare y, nol dovremmo fare la somma di tutti 1
ﬁradotti t  dx, t dx..... , che saranno in guantita infi-
nite.

Invece di scrivere questa somma con 1l simbolo, E: la
indicheremo con il simbolo * S " ¢he si legge "integrale"
e avremo: invece di vy i: f(x)-iﬂ X, ¥y = 5 f{x) dx.

La funzione y é chiamata l'integrale della funzione
f{x).

Passando cosi al limite la linea poligonale che rappre-

senta y si trasforma 1in curva continua y = f(x)} la cul de-
rivata é y' = _%%4_ (infatti ogni ramo del grafico visto

y = Tf(x). & x corrisponde ad un "salto" Ay= f(x)Ax,

da cul £ (x) = iiy ; guando “Ax -0 f(x) & per
X

definizione la derivata della funzione y ).




MATEMATICO ED AGRIMENSORE

Supponiamo che ci sia da misurare l'area compress fra
una curva di equazione y = £(x), l'asse delle x e due or-
dinate aA e bB, parallele all'asse delle y 1lé ascisse x=a

x = b : Der esempio prendiamo 1n considerazione la curva

Per calcolare l'area delle figura dividiamo 1'interval-
lo [ 2, bJ in parti di spessore Ax molto piccolo (per es.
Ax = 1 mm. ), che fornisca, tra . a=1eb = 3, ven-

ti parti.
consideriamo d'altra parte, i rettangoli di larghezza

1
Hx e di lunghezza yq = —— = 1, Yo = ——~3—— .
g a + Dx

1

X4

hanno per superficie §4 = FDxo (x5 o= xq, x2,...9

(vedi grafico pag. successiva)




La somma degli S da un'approssimazione della superficie

cercata:

Rimpiazzando ™ z; " can " S " ceome in precedenza pos-

siamo scrivere:

se avessimo cercato di calcolare la superficle compresa

tra due ordinate gqualsiasi di acisse a e b avremmo trova-

to pil im gnersle:
b

5 b 4
g@::%??-tlx —tr gm—id OLX




CONFRONTO FRA QUESTI DUE ESEMPI

Nel primo caso (calcolo di una imposta), siamo psrtiti
da uan funzione a scala f{x), per calcolare un 1mposta
y = E:f(x) x . 2\ x; poi passando al limite, cicé conside-
rando che gli "scalini" Ax di guesta scala diventavano
degli infinitamente piccoli dx , abbiamo scritto
y = §E(x)dx

Nel secando caso (calcolo di una superficie), siamo

1
partiti dalla funzione continua f{x} = per calcolare

un'area S ; pol abbiamoc sostituito al grafico continuo di

1 . . . . : .
y = — , 11 grafico discontinuo di una funzione a scala
X

i cui gradini avevano la larghezza A x abbiamo anche cal-

b1
cclato una approssimazione di S , indicata E . A x
a_ X1
.. . . b b 1
e, passando al limite abbiamo scritto: S = g = dx
* qA-
&

X




funmzione € continua
1) approsimarla mediante una

una approssiamzicone di Y = a

2) di passare al limite e di

b

[ £00 Ladx.
[
I1 celcolo di Y é partire da

calcolo integrale

Da un punto di vista generale & possibile quando una

funzione a scala e calcolare

%)
Zf(xi} PRI
a

calcolare rigorosamente

y si chiama integrazione 0

Y & un'integrale di y .

Abbiamo appena osservato che permette di valutare una

imposta o una superficie.

Ma,ben inteso,

se 1'interesse del calcolo integrale si

limitasse a facilitare il lavoro dell'esattore o dell'a-

grimensore, non meritebbe tutti gli sforzi che gli sono

stati consacrati dai matematici cominciandc da Leibiniz

Infatti,questo vasto campo dell'analisi matematica si

applica a tutti irami delle scienze fisiche ma soprattut-




to, tostituilisce una teoria molto ma molto completa e

generale di cui ne indicherd 1 principi.




INTEGRALI DEFINITI

INTEGRALE SEMPLICE

Considerando una funzione f{x), definita, resle e li-

mitata in un intervallo / a,b 7. La divisione in partiA x

della variabile x consiste nello scegliere su [ a, bj i
punti (valori) successivi xg = 8 , Xq, Xo,... X5 5 Xy, = b

e nel considerare gli intervslli [ a, xq 7, [IXq, xz}.,

[  Xe + 17 .. [ x,, b].

Su ogni [ X, Xp,4 J, prendiamoc un valore arbitrario

di x che chiamiamo 2 , & formgiamo 1 prodotti:

(%sia) F(Ba), (Xs- X1 F &),

f(gﬂ essendo il valeocre assoluteo da f({x) guando x = %1

(nell'es. del calcole di una 1mposta, era il tasso di

ogni parte).

Posto questo, si dice f(x) & integrabile nel senso di




Riemann su / a,b 7 se ls somma : 5 = QX4~a)¢[(%o>+ e
d (pwt = XY £(8) T ore 4+ (b - %) £(E)

tende verso un limite finit01fper gualslasl sceltas di gp

guando 11 numero degli xp tende versc l'infinito e guando
il pil grande degli intervalli /Xxp, xp4+1 J tende verso O.

Se una funzione f(x) é integrabile nel senso di Rie-

b

mann o pil brevemente integrabile, si scrive: I = 5 fix)dx
e

notazione che si legge : "integrele (o somma) da a a b di

E(x) in dx".

NOTA

1) I é& un numero reale funzione di x; eventualmente si

by

preclsa

2) Questo numero I si chiama integrale definito di

f(x)dx suv f a,b 7.

3) i1 celcolo di I é unaintegrazione; € 1in generale un

calcolo difficile (tuttavia abbiamo notato che nel ca-

s0 in cui f{x) era una funzione a scale 11 calcolo &

molto semplice .,



PROPRIETA' DEGLI INTEGRALI DEFINITI

1) Se in un integrale definito si scambiano gli estremi,
1'integrale conserva lo stesso valore assoluto, ma cambia
: b s
segno cioé ¢ S Foyox = — Sbfcf)dx
a.

2) se 1 dvue estremi, a e b sono eguali il valore dell'in-

X a
tegrale & nullo : 5. fenyolx =0
n
3) (Proprietd additiva degliintervalli di integrazione).

Se ¢ & un qualsiasi valore interno all'intervallo [a, b]

si ha : L%f<ﬂ<ix = 5cfu303x-+§jfcydﬂ

teoremi che ci permettonoc di stabilire 1'integrabilita

di una funzicne; questa necessitad nasce dal fatto che una

fuzione non é, a priori integrabile, poiché la somma

non tende necessariamene verso un limite finito I

1)Se f(x) é integrabile suv [ a, b/ e su [ b,c ] essa &

integrabile su [a,c/ e abbiamo : Ilﬂ'fgtzll ]




2} Una funzione & scalasu [ a,b ] é integrabile su /[a,b 7.
3) caso di une successione convergente di funzioni.

se si considera una successione fy (x) convergente uni-
formemente versc f(x) su di un intervalle [ a,bdj .

Se le funzioni £, (x) , fo (X}, -ne f, (x), ... sono
tutte integrabili su [a, b J a partire da un certo ranga
alicra f(x) & pure integrabile su fa,b ] e si ha

5 5
Sh Fexyol x = /@‘gﬂﬁ Sw £ d v

Paiché f(x)} = 1im fy (x) ]1'uguaglianze precedente si

Q:ﬂ/&wc

ottiene permutando 1 simboli: potl

b

b L
S&FML’“ o A (A = g‘" Lo Lltyol v = Mo (ﬁ;{(f)ozf




PRIMITIVE E INTEGRALI

Consideriamo la tavola di derivete seguenti,in cul c

indica una costante:

Y Y' =y
Y = x + ¢C y= 1
Y = kx + ¢ y = k
Y = x%2 + ¢C y = 2X
Y = log.x + ¢ y = 1
X

Possiamo anche cosiderare una tavola di primitive,
leggendola ds destra a sinistra.

(Primitiva di y = x ) = x2 + ¢

(Primitiva di

e ponendo ¢ = log ¢

(Primitva di y = 1/x ) log x + log c = log cx

-



La costante ¢ spiega che si sta parlando delle primi-
tive di y e non della primitiva di y poiché c¢ puo prende-
re un'infinitad di valori, e ad cgniuno di essl corrispon-
de una primitiva particolare di y.

Al contrarioc, se imponiamo a Y di obbedire a certe
condizioni, la costante ¢ non € pilbd arbitraﬁgd. Per esem-
pio, se si richiede di calcolare la primitive di y che
si annulla per x = 5, si procede in questc modo:

1) La primitiva di y = x sono date dalla funzione genera-

2
le: ((m =y = v%_¢ c

2) se x = 5, si ha : {(x) = 2%5 + C
. . 25
3} si vede che f£(5) = 0 percido ¢ = - *7§*
2
4) la primitiva cercata & £exy :-é%_ Qéi
Infine se F(x) e G(x) sono due primitive si ha obbligato-

riamente F{x} - G(x) = c (costante),poiché derivando 1

due membri si ottiene: F'(x) - G'(x) = 0.




CALCOLO DEGLI INTEGRALI DEFINITI

Prims di entrare nel vivo del problems €& meglio dare
uno sguardec al teorema fondamentale di Toricelli-Barrow
(E. Torricelli nato nel 1608 e morto nel 1647 e origina-
rio da Fasenza, insieme con I. Barrow nato nel 1630 e mor-~
to nei 1677 originario da Londra, maestro e predecessore
di Newton a Cambridge, hanno dato origine a guesto teore-

ma che non a casa porta il loro nome).

o | - )
Q! M EJ\E‘ LE

&
¥ -
Consideriamo un punto P qualsiasi dell'arco AB della

curva (Fig. sopra) e sia x la sua asclssa




L'area del trapezoide limitato dalla curva, dall'as-
se x e dalle due ordinate relative al due punti A e P
( .
sara: gm Ex d x )
Se in questa formula teniamo fisso a e facciamo va-
riare x l'area rappresentata ds questo integrale varis e
guindi si pud dire che tale integrale é funzione di x e

X

di conseguenza si pud scrivere: F(x) = Lf(x} dx

La funzione F(x) dicasi funzione integrale.

A quetso punto ci proponiamo di dimostrare che: se
la funzione é continua, la derivata della funzione inte-

grale é f(x) . Per semplificare il lavoro, supponiamo

che f(x) sia crescente tra x ed x + h, e consideriamo il

rapporto inclementale [F(x + h)- F(x)]/h.

Dato il significato geometrico di F(x), si1 nota subi-

to che: F{x + h)- F(x) rappresenta l'area del trape-

zoide compreso fra il rettangolo di area h - f£f(x} ed 11



rettangolo di area h-f(x + h) si ha guindi

hof(x) € F(x + h)- F(x) < h-f(x + h)

da cui dividendo tutto per h si ha:

fFrxy £t :)‘ FOX) £ £(x + n)

passando 3l iimite per h —= 0, f(x) non cambia il suo
valore € f(x + h), poiché si tratta di una funzione con-
tinua tende ad f(x)

Per il teorema del confronto si ha:

lim F{(x + h)-F{x) _
haso h = T(x).

Ma, per definizione di derivata, il limite del rap-

porto incrementale di una funzione é la derivata dells

funzione stessa, quindi:

= f(x) ovvero:
Quest'ultima eguaglianza esprime il teorema di Torricel-
l1i-Barrow da essa si vede, che se su di una funzione f(x)

si eseque 1'integrazione da un estremo fissc a ad un e-



“stremoc variabile x e poi la funzione cosi ottenuts st
:deriva rispetto alla Xx, si ottiene ancora la funzione
é(x).

Si pud quindi dire che ls& derivazione rispetto alla
variabile x & operazione inverss dell'integrazione da un
estremo fisso all'estremo variabile x.

Concludendo possiamo dire che la funzione integrale

é dunque una funzione la cui derivata & vuguale alla fun-
zione integranda f(x) ed é percid una primitiva di f{x)

la primitiva pib generale & allora:

LS
{f(x) v c

O

Ma la primitiva generale di f(x) é il suo integrale
indefinito e guindi : gf(x)dx = i}(x) + C

Ora possiamo dedicarci al calcolo degli integralil
definiti: ponendo fp(x)t [ £(x)dx

i
1a relazione precedente assume la forma /ﬁp {(x)= 5f(x)+c;
a




aQ
se Si pone ancera x = @ & se si rvicorda che gf(x)dx:G
o

si ha: fy {a) = c.

. b

se si pone inoltre x = b si ha Jﬁp(b) = gf(x)dx + c
4.

tenendo presente la relazione fy(a) = ¢ si ha:

§:f(x)dx = 4 (B) - (@)

Ceneralmente guest'ultima uguaglianza si scrive come se-

J?”(X)

una funzione é uguale alla differenza del valori chel’in-

ossia: l'integrale definito di

h
gue: gf(x)dx =
g,

[
L
o

tegrale indefinito assume negli estremi dell'intervallo

di integrazione.




APPLICAZIONE MATEMATICHE DEGLI INTEGRAIT DEFINITI

tina delle pid importanti applicazioni matematiche e
11 calcolo dell'aresa di alcuni figure pilane.
Esemplo: calcolare 1'area della superficie limitata dal-

ig parabola y = x? + 2%x e della retta y = x + 2

y=x* 1+ 2x y=x + 2
Y * X y X y
0 0 0 2
1 3 1 3
2 8 2 4
(1) -1 -1 -1 1
-2 0 - 2 0
> -3 3
(-2,0) _ 4 8

Le ascisse dei punti di intersezione della parabola

{fig. sopra) con le retta si ottengono risolvendo il si-




stema:

y = x% + 2X

eliminado y fra le due eq. si ha:
x2 4+ 2x = X + 2 ossia : x? + x - 2 =0

che da le radici: X1

H
JEEY
>

™3

i

|
(]

t'ares richiests & quindi data:

A = Sl

-9
1

- sz - x3/3 - x2/2| = 9/2 = 4,5.
-9

i
(2 + x)dx - g(xz + 2x)dx = §(2—x2—x)dx -
-2
Un'sltra applicazione matematica degli integrali de-
finiti é quella di detrminare la lunghezza di un arco di
curva piana.

Dato un arco AB di curva piana e di eq. y = f(x},

compreso fra le coordinate corrispondenti alle ascisse a

e b dividiamo 1'intervalle {a,b)} in parti (fig. p. )

medisnte i punti Xo E-a < X3 X2d... LXp-1{x,3 D



S




e dai punti xg . X1 s X2 Xq-1 + *n conduciamo le per-

endicolare all'asse X, queste perT endicolari incontre-
P

[ - .
ranno l'arco AB nei nuntil PD , P1 . P2 , e

la spezzata ottenuta congiungendo gquesti punti si dicse

inscritta in ‘AE e la sua lunghezza 1 dipende in geners

dal modc come é stato diviso in parti 1'intervallo (&,b).

Dicesi lunghezza dell'arco di curva ﬁgl il limite

della lunghezza di una spezzata inscritta gquando i suvoil

lati tendono a Zero.

5e § & la lunghezza delltarco di curva 78 per defini-

g = 1lim L ove h & la misvra del lato piu

zione si ha: =
Ha0

grande della spezzata e L & 1a misura della spezzata.
Se consideriamo 1l piccolo triangolo rettangolo che
ho disegnato opportunamente sulla figura di p. si pud

scrivere per 11 teorema di Pitagora che :

dzs = d2x + d?y ma ricordando la : f'(x) = %%- si pud




scrivere dy = f'(x)dx e ritornando alla formula di par-
tenza tenedo presente cuanto detto si1 pud scrivere:

d?s d2x + f'{x)d?x e mettendo in evidenza d?x si ha:

d?s [+ £72(x) 7d2?x dalla quale formula estraendo la

radice quadrata ad ambo 1 membri si ha:

b
ds= J 1+ £'7(x) dx,quindi § = {ds = ( S+ £ 2(x) dx
>3
Se la curva é data in forma parametrica x = x(t);

y= y(t) con t variabile in (to,ti ) la lunghezza S €& da-

ta dalla formula che segue

t
§ = §¢ x'?(t)+ y'?({t) dt

Se la curva é rappresentata in coordinate polari dal-
1'eq. ro= ro (&) con .£ variabile nell'intervallo (& ©¢),

la lunghezza S €& data dalla formula che segue:

»
S = gﬂ ro2(f)+ ro'¥( #) d&
y

1

Esempzio

1) calcclare la lunghezza S dell'arco di cerchic ﬁﬁ, sa-




sendo che 11 cerchio ha per centro l'origine & per Trag-

giOL‘umT{S .

{'equazione del cerchic & x2 + y? = r?, da cui,
differenziandc,si ha ! 2x + 2y y'= 0, c8 cui y' = - x/y
si ha percin, con y? = ¢ - x?

L T 5 1’2
S = g \/ 1 + {(x/y)? dx = S [-1“2/(1“2 - xa)] dx=
a a

—— T 4

:irg‘adx[(u’ r2 - x2 ) I.

In base alla formula: g duw/ (/) 8° ~w? ) =

= arc sen {x/r) + ¢ : s1 ottiene che

I = = r[ﬂarc sen (b/r) - arc sen {a/T) ].

Se prendiamo a =" e b = 0 (arc AB = pi/2, limitaado-

F=

ci slla determinazione principale ), troviamo

¢
frc sen (b/r) = 0, arc sen (a/r)= pif2 e I, =xpl-T/2.
Altra apllicazione matematica degli integrali defi-

niti é quella che ci permette di ealcolare il volume di

un solido di Totazione.




Sia data la funzione f(x) la gquale, per ipo-
tesl non assume mal valori negativi nell'intervallo (a, b)
che si1 considers.

Il suo grafico {(vedi fig. sotto) sard slloras tutto
sul semipianc delle ordinate positive e sara positivo 11l

b
valore dell'integrale: g f{x)dx
@

Qluesto integrale rappresenta 1'ares del trapezoide
limitato dalla curva, l'asse x e le ordinate f(a) ed f(b).
51 consideri ors il solido di rotazione generato

dalla rotazicone del trapezoide attorno all'asse x

Supposte & costante ed x variabile,il volume del




solido di Totazione €& una funzione di x & sard indicato
con v{xj}.

Supposto h convienentemente picceclo 1'incremento
v (x+h)- v(x) si pud cocnsiderare, con grande apprecssima-
zione, eguale al volume di un cilindro che abbia come
raggio di base f(x) e per altezza h; si pud quindi scri-
vere: v(x+h)-v(x)= pi[.f(x) ]2 h o meglio

v(x+h)-v(x) _pi [ f{(x) J°?
h

il primo menbro dell'ultima equazione €& il rapporto in-

crementale della funzione v{x) passando al limide per
h->0 , si ha: v'(x) = pi f2(x) integrando fra gli estre-

mi a e b si ottiene il volume del solido di rotaziane:

b
i 2 f2(x) dx

Esempio:

calcolare il volume di un cono circolare retto.




- B3 -

i

b

o

0]

I1 cono circolare retto si pud considersre generato dal-
la rotazione di un triangolo rettsngolo intorno ad uno
dei suol cateti

Sia (fig. sopra) A 0 Ax un triangolo rettangolo di cate-

ti 0 Ax= h ed A Ex = r; facendo rugtere intorno al cate-

to 0 Ax, ogni punto P dell'ipotenusa O A descrive una

circonferenza di raggio P Px.

(120}

Se X l'ascissa di 0 Px, dai triangoli simili

A Ax si ha:

P Px : x =1 : h, da cuil P Px = TXx/h



Quindi un cerchio sezione del cono ha 1

area pi r©? x*/h? ed i1 volume del cono é:
2 4 ? 1 1A
' foopy L ! e L1 E P T
ceN o OXOZY“PFHa P4,

com'é noto dalla geometria elementare.




EQUAZIONI DIFFERENZIALT

Scopo dell'aslgebrs "elementare” era quelleo di ti-
solvere tutti i problemi geometrici, algebricl e non me-
diante l1'ausilio delle eguazioni algebriche di I®, II®
grado, e di grado superiore al primo e al secondo.

In questioni tecniche in particolare am anche fi-
nanziarie (matematica finanziaria) si presentano del pro-
blemi che a differenza di quelli risolvilbili mediante egq.
del genere visto in slgebra elementare non possono risol-
versi procedendo per quella via;infatti, spesso, abbiamo
a che fare con problemi di elettrotecnica, meccanica, ma-
tematica finanziaria, ecc... che si traducono in un'equa-
zione contenente una funzione incognits e la sua deriva-
ta prima questo nuovo tipg di eq. si chiamano eq. diffe-

renziali di primo ordine.




Precisamente: si chiama eq. differenziale del pri-

mo ordine un'eqg. nella quale figura come incognita uns

funzione y=y(x) di una variabile x, e che stabilisca un
legame fra la variabile x, la funzione y e la derivata
prima (y') di questa funziane.

Una tale eq. €& dunque del tipo:

(1) fix,y,y")=0,

dove f£(x,y,y') é una funzioone della variabile indipen-
dente (x,y,y"), definita in un certo campo dello spazio
a tre dimensioni.

Una funzione y = ,?ﬁ(x) dotata, in un intervallao
{a,b), della derivata prima e tale che, per ogni x di
(a,b) risulti :

f[x, J/gﬂ(x), J}w(x)] = 0,
si dice una soluzione 0 un integrale dell'eq. (1} .

La curva corrispondente, di eq. :© y = &p(x),

si dice una curva una curva integrale dell'eq. stessa.




Risolvere o meglio integrare 1'eqg. data significa
trovare tutte le sue scluzioni

Un eq. differenzisle del primo ordine si dice di
forma normale o canonica guando & data sotto la forma:

y' o= fix,y),
Vale a dire gquando é datas risolta rispetto alla derivata
prima.

Per vedere meglio come & costituita la totalita
delle soluzioni (o integrali) di una eq. differenziale
del primo ordine guardiamo 11 seguente gesemplo.

Risclvere la seguente eq. differenziale del primo
ordine é d¢i forma normale:

(2) y'=y
S5i tratta guindi di trovare tutte le funzioni della varia-
bile x che scddisfanc la (2).

A tale scopo si osservi innanzitutto che detta ¢




una costante arbitraria, la funzione

(3) y = ¢c e’ ,

& una scluzione come si verifica subito dell'eqg.

ziale (2).
Viceversa, se
se risuvlita:

(4) /gﬂ'(x)— %ﬁ(x} = 0,

mocltiplicando ambo 1 membri della

,éx fp%x)’. }fx;p(x) - o

ossia

[ 2" ?’W]!‘ 0

di cui segue che deve necessariamente essere .

- - . g _
A gp{x) = K ; i ()= K

cen k numero opportuno, vale a dire

(4) per e”X,

P ?9(X)2: Koo~

differen-

?dx) & yna soluzione della (2),cioé

si ottiene:




51 vede cosi che %?(x) si deduce dal (3) attribundo al-
la costante c 1l valore k.

Ne segue che tutte le soluzioni dell'eq. differenziale
considerata sono date dalla formula (3), al variare della

costante c.

Dungue, l'egq. presa 1n esame ammette infinite-soluzio-

ni che dipendono da una costante arbitraria

CONTINUAZIONE

L'esempio considegpato precedentemente lascia prevedere
che per un'eq. differenziale del primo ordine si hanno, al-
menc sotto opportune ipotesi infinite sgluzioni in dipen-
denza degli infiniti valori di una certa costante .

Tale previsione é confermata gdall'enunciato del tesoTre-

ma che segue:

Teorema di Cauchy.- Sia f(x,y) una funzione di due varia-



bili indipendenti (x,y) definiti nel rettangolo R
R:  as %&b , £ VgEd,
ed ivi continua e supponiamo sia dotata di derivata par-
ziale prima continua fatta rispetto alla y nei puntl in-
terni a R
in tale ipotesi se (x5, Yo )} € 10 un puntao qualsiasi in-
terno al rettangolo R, l'eq. differenziale
y' o= E(x,y);
ammette una e una sola soluzione:
y= ga(X),
definita in un certo intorno del punto Xg, soddisfacente
la condizione:

?ﬂ (xg) = Yoi

tale condizione si suole anche chiamare condizione ini-

ziale.

Dal teorema enunciato segue, gquindi che l'eq. diffe-




renziale di forma normale y'= f(x,y) ammette infinite
curve integrali, tali che per ogni dato punto internc acd
R,ne passe una e una sola.

Gueste infinite curve integrall saranno rappresentate
da un'eq. del tipo :
(5) y= & (x,c),
ove ¢ & una cocstante arbitraria.

S5i suole dire che la (95) definisce l'integrale generTa-
le dell'equazione differenziale data.

Ogni curva integrale dedotta dalla (5) dando alla co-

stante ¢ un particolare valore numerico si dice un inte-

grale particolare dell'eguazicne.



RISOLUZIONE DI ALCUNI TIPI PARTICOLARI DI EQUAZIONI

DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE IN FORMA NORMALE

{'eguazione differenziale del primo ordine, in forma

normalie:
y' = £(x,y);
posto:
. dy
y = — dy = 'dx
dx :é g y

si pud scrivere sotto la formula:

=L - f(x,y) = 0;

dy - f(x,y)dx =0
che & un caso particolare della seguente eq.:
(6) M(x,y)dx + N{x,y)dy = 0
ad esss equivalente per N{x,y} # 0.

Ora vediamo come in alcuni casi , molto particolari




si pud risolvere la (8); applicando metodi glamentari.

1°) Eguazioni differenzisli a variablli separate

Una eqg. differenziale del primo ordine si dice a va-
riabile separata guando pud scriversi sotto la forma:
(7} M(x)dx + N(y)dy = C,
cioé quando il coefficiente del dx é una funzione della

sola x e 1l coefficiente del dy & una funzione della sola

Integrando ambo i membri della (7) si ottiene:
SM(x)dx + S N{y)dy = c;
che definisce 1'integrale generale dell'eq. differenziale
(7).
Esempi.
1) risolvere 1l'eq. a variabile separate:
x sen x dx + y dy :‘O;

si ha:




e calcolando 1' S x sen x dx per parti, si ottiene:
2
~ FR CON X 4+ D A X f/g’;g-; > 9C
%
yﬁszganng/}mx ;
R

Y T kIO PRCOBR -G it

che & l'integrale generale dell'equazione data,

2) risolvere l'eq. a variabille separata:

xdx + % dy. = 0,
yZ

e determinare poi la curva integrale passante per 11 pun-

to di coordinate {1,3) si ha:

gxdx + 1 dy = ¢ .
yE
2
g quindi: S c
b
ossia:
2
(1) y = ———
x2-2¢

che é 1'integrale generale dell'eq. data.




per determinare ora l'eq. della curva integrale pas-
sante per il punto di coordinate (1,3) dobbiamo nella (1)
porre 3 al posto della y ed 1 al posto della x e poi de-

terminare la& costante c dell'eq. che ne risulta. 5i ha:

da cui si ricava c¢ = 1/6.

{'integrale particoclsare é quindi

-
x% - 1/3

2°) Equazioni differenziali a variabili separabili

Un eq. del primc ordine si dice a variabile separabi-

le gquando si pud scrivere sotto al forms

(8) P Wiy dx+ g, 0) -y (7 dy=o,
cioé gquando il coefficiente del dx e del dy sono entrambi

prodotti di una funzione della sala x per una funzione

1

della sola y o viceversa cioé che 11 coefficiente del dx




sia una funzione della sola y e quindi quello del dy fun-
zione della sola x.
Essa si riduce a variabile separate dividendo 1 due
mbri per M- '
me P AN/

'eg. che risulta:

ﬁﬁQQcJX4-"%£2QOZY = ;
% (%) v ()

si risolve come nel caso precedente.

Esempil.

1) risolvere l'eq. & variabile sepsrabile:

g%— dx +(1+x2)dy = 0O .

separando le variabili si ottiene:

2x

de+ydy‘:0




ossila:
log (1+x2)+y2/2 = ¢
e quindi :

y =4+/2c - 2log{l+x?),

che é 1'integrale generale dell'equazione data.

2) Risolvere l'eg.:

r x + 1

dy - x+1 dx = 0
y

-

e separando le variabili si ottiene:

ydy - (x+1)dx = 0,




e quindi:

y = == f2c + x?% + 2x,

che é l'integrale generale dell'equazicne data.

3°) Equazioni linearil

Un'equazione differenziale del primec ordine si dice
lineare quando é di primo grado nel camplesso della fun-
zione incognita y e della sua derivata prima y'essa potra
quindi scriversi sotto la forma:

(9) oy'= p(x)y = a(x),
dove p(x) & gq(x) sono funzioni note della variabile x,che
suypponiamo cantinue

Se € gq(x) = 0, l'eg. linesre si dice omogenea 1in caso
contrario si dice non omcgenea.

Si pud dimostrare che l'integrale generale dell'eq.
lineare (9) é dato dalla formula:

- P(‘}ti)‘ v ol
10y = R 2 ﬁ(x)ah«fc




ma cid esula completemente da questsa trattazione elemen-
tare quindi la dd per scontato.
Esemp1l.
1) Risolvere l'eqg. lineare:
, 1

y' - — y = x?,
X

e determinare poi la curva integrale passante per il pun-
to di coordinate(1,-3).
In questo caso é: p(x) = 1/x , g{x) = x% e percio,

in base alla formula (10} si ha

T fL ol
7_ £ ,Q* .X302x+c

essendao:

si ottieng:



e guindi

Y= 5 T TR
¢ 1'integrale generale dell'equazione data.
Per determinare l'equazione della curva integrale pas-
sante per 1l punto (1,-3) basta determinare la costante ¢
dall'equazione:

-3

i

+

9]

]

1l

i
Lﬂ‘

g guindi:

X" 16
y = 5 5X

€ l'integrale particolare chiesto.

2} Risolvere l'eguazione lineare:

y' + tgx -y = sen 2x .

Qui é : p(x) = tgx, q(x) = sen 2x, € percid in base alla

_S'}bxol,* g%b«dx )

formula (10),si ha : 7: Q .gu«;«ab&+c ;

NS



. ,{Da cod x ~ 205 gy > _
Z 2 c D A X Con s gl x TS
vt Con x -},_ .2")1-&«,\’(:0){[ - A
. Cons 2N o v & T Con K gﬂuxo[,xm

—

e quindi 1'integrale generale dell'equazione data é&:

7’: cosx(~2cmx+c)_




EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE

Si chiama equazione differenziale del secondo ordine
un equazione che stabilisca un legame fra una variabille
indipendente x, uvna funzione y di guests variabile e 1la

derivata prima e seconda di questa funzione.

Una tale equazicne & dungue del tipo:

(1) Fix,y,y',y") =0

Hna funzione y = gﬁ(x) dotata, in un intervalio (a,b)
della derivata prima e seconda e tale che, per ogni x di
(a,b) risulti:

[Ty, 90, @'(0, gg”(x)] 0

si dice una soluzions o un integrale dell'eq. {1).

la curva corrispondente di eq. y = §9(x); si dice unsz
curva integrale dell'equazione stessa.

Risolvere o integrare 1l'eq.

data significa trovare




tuutte le sue soluzioni.
Un'equazione dél secondo ordine si dice di forma nor-

hale quando ¢ data sotto la forma:

y" o= £, y,y"),
vale a dire guando é data risolta rispetto alla derivata

seconda.

EQUAZIONI LINEARI DEL SECONDO ORDINE A

COEFFICIENTI COSYANTI E OMOGENEE

Per sviluppare bene guesta parte di matematica relati-
va alle equazioni differenziali del secondo ordine occoT-
rerebbe mclto tempo e uno studic molto pil approfondito e
dettagliato, io maomentaneamente mi soffermo anche se su-
perficialmente sulle equazioni lineari del secondo ordine
a coefficiente costante e omogeneo, ossia di quell'equa-

zioni che sono del tipo :




(23 y" + ay' + by = 0,
dove a b sono numeri reali.
L'eguazione algebrica di secondo gradc nell'incegnita
dedotta dall'eq. differenziale (2)
(33 z?2 + az + b = 0,
si chiama equazicne caratteristics della (2).
Come sappiamoc dall'algebra elementare si possono di-
stinguere tre casi relativi alle soluzioni della (3)
1°) l'equazione caratteristica (3) ammette due radicl rea-
l1i e distinte, Z4, Zo.
In questo caso si pud dimastrare che l'integrale gene-
rale dell'eq. differenziale (2) é dato da:
Y= Ci,ftk+ @Q,gzx
ove C4 & Cp soﬁo due costanti arbitrarie.

2°) ('eqg. caratteristica (3) ammette una sola radice ( o,

come si svuole anche dire die radici coincidenti), z4
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In guesto caso si puod dimostrare che 1l'integrale ge-

nerale dell'equazione differenziale (2) é dato da:

X 7
Y=o a s g hi”

3°) L'equezione caratteristica (3) ammette due radici cam-

plesse coniugate, C + id e @ - id in questo caso l'inte-

grale generale dell'eq. differenziale (2) é dato da:

ex 14
Y= £y 2 Cob dX +  Cy 0 e dex

Esempi.

1) Risolvere l'equazione differenziale lineare omogenead
del secondc ordine a coefficiente costante:
y" - 5y + By = O
La sua equazione caratteristica @
z2 - 5z + b6 = 0,
che ha radici reali che valgono 2 e 3.

L'integrale generale dell'eq. differenziale € quindi

1S

2x g
y:Ci'Q' A-Cﬂ,?_




2) Risclvere l'equazilone
y" - 10y' + 25y = O
guesta €& un'equazlone differenziale della stesso tipo
prima la sua eq. caratteristicsa é:
z? -10z + 25 = 0
che ammette 1'unica radice z = 5.
L'integrale generale dell'eq. differenziale €& quindl:
5 X X
N =01 8 + CgX XL
3) risolvere 1l'equazione:
y"-2y'+5y = O
L 'egquszione caratteristica &
z2 - 2z + 5 =10
risolvendo si ha:

212 1'2i, Z2= 1+ 2i_

Essendo, in questo caso, ¢ = 1, d = 2,

dell'equazione differenziale proposta é:

i'integrale genera-

di




y = ¢y e’ cos 2x + ¢, e’ sen 2x
4y Risolvere l'equazione
y" + 9y = 0
L'eg. cetratteristica €& :
z2 + 8 =10 z4= - 31, 25 = 3i
Essendoc in questo caso ¢ = 0 , d = 3 l'integrele genera-

le dell'eg. differenzisle é:

cq COS 3x + co sen 3x




ALCUNE APPLICAZIONL DI ALCUNI TIPI DI EQUAZIONI

DIFFERENZIALI ALL'ELETTROTECNICA

APPLICAZIONE RELATIVA AD UNA

EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL

PRIMO ORDINE

Se si ha un circuito elettrice alimentato da una for-
sa elettromotrice E, con una resistenza, di induttanza co-
stante o e percorso da una corrente 1. Alla chiusura @

all'apertura del circuito nasce 1in esso una f.e.m. di auto-

induzione data da - _di e allora, in un istante generi-
dt

co, si ha
di
dt

ossia dividendo per L ed isolando il termine di/dt si ha:

E

£

dl 8 :
- = - —— 1 %
dt L




che é un'equazione differenziale lineare 11 cuil integrale

_1 !

o f

PR £ N S

~RE T AT ]
- g ¢ [—a L +C ,

/(_ -

generale é dato da: -
_%(4+[SE_
L

Ora nell'ipotesi di E ccstante si ha:

hE o
T E T
A

Da questa relazione si deduce che la corrente i é 1la
somma di una corrente stazionaria di valore E/R, e di un
~Ry
termine transitorio ¢ &° (extra corrente) che dipen-
de dalle condizioni inizisli e destinato ad estinguersi
col tempo.
Per la determinazicone della costante c possiamo proce-

dere come segue:

1) Chivdendo il circuito, abbiamo come condizioena iniziali




t = 0; guesti valori sostituiti nella (2)permetto-
no di derminare la costante c e precisamente si ha:c=-E/R
dalla guale si ottiene la soluzione completa del problems
espressa d& :
_l:i_l: i .
L:%("f’ﬂf- :J_g({’xL).

Questa relazione precisa che l'extra corrente di chiusura
contrasta la stabilita della corrente 14 ‘nel circuito.

2)Aprendo il circuito si hanno come condizioni iniziali:

i=1ig, t=10¢edE =0 dacui si deduce C =C(o
A
e allora 1'extracorrente di apertura & data da: i=i, ¢ "
Tale corrente é diretta nel senso della corrente

presente nel circuito.




APPLICAZIONE RELATIVA AD UNA

EQUAZIONE DIFFERENZTALE DEL

SECONDO ORDINE

Se noi guardiamo loc studio relative slla scarica di
un condenzatore di capacitd C attraverso una restistenza

R e vna induttandanze L, si perviene all'egqg.

L%+R%—+—Z~w:o
che & della forma:
ay" + by' + cy = 0,
dove a,b,c, sonc costanti assegnate ; la sua equazione ca-

ratteristica € :
az? + bz + ¢ =0
a secondo dei casi possiamo applicare la relativa formula

risolutiva e quindi risolvere 1l problema.




INTEGRALI St/ PERSONAL COMPUTER

Per guestioni di tempo ritengo opportunc fare una
breve introduzione su ogni prograsmma che intendo scrive-

re e non una spiegazione approfondita.

METODO DEI TRAPEZI

Il programma calcola l'approssimazione di ordine ﬁ
dell'integrale

Le derivate sono valutate grazie alle formule:

_ Xlas ) = feay ) - L(hox)
F(O,) - p & ya F{b)if Li 5

dove

k = 0,001
guesta approssimazicne €& del tutto soddisfacente guando
la lunghezza dell'intervallo di integrazione é dell'ordi-

ne dell' unita.




s funzione dell'integrale deve essere programmata

alla linea 50
5@ DEF  FN F({(X) = X.X

Occorre in seguito introdurre nel programma 1 due
limiti a e b nell'intervallo dell'integrazione, poi 1l
numero del passo d'integrazione (numero di sottolnterval-
lo).

I1 valore calcolato é tanto pil precisc quanto pil
n é grande.
1000 CLS
10 g PRINT  TAB( S);"METODO DEIL TRAPEZIM": FRINT ¢ FRINT
1020 INPUT "A=";A

1030 INFUT “Bs"iHR
1040 INPUT "N="3N

1050 H = (B — A} ¢/ N
1060 T = FN F (R
1070 7 = (T + FN A1y 7 2

1080 X = &

1090 FOR I = 1 TO N — 1

1100 X = X + H: T = T + FMN F(X)
1110 NEXT I

1120 ¥ = (001
1130 D = FRN FA + EY — FN F{Al
1140 D = 0 - FN F(By + Fd #(B -~ K}

1150 D =D * H / K /7 12
1160 7 = (T + Dy #* H

1i70  FRINT
1180  FRINT
1190 IF I#

FRINT "L INTEGRALE ValLE: " T
INFUT "VOLETE RIUTILIZZARE IL PROGRAMMA:";Z%
'S THEN 1000




ESEMPT COMMENTATI

Esempic 1:

i debba calcolare l'integrale:
112

(VT s
0

50 DEF EN F(X’ = SQR{1-X * X)

A =0
B = 0,5
N = 100

L'integrale vale: .478305736

volete riutilizzare il programma?:N

Si ottiene con 100 passi di integrazione:
I1=0,478305736

TI1 valore esatto é&: )

e
S J4- k% dx = a3 L o 578305731
0




Esempio 2:

51 debba calcolare 1'integrale:
2

1= SA(XM— gy ol

50 DEF FN F(X) = X% 14-8*X111+3*X13

N=500
L'integrale vale: -534.283321
Volete rivtilizzare il programma 7:N

Il valore esatto é: - 534,9¢3%3

Il risultatc ottenuto é abbastanza preciso, ma & stato
calcolato con 500 passi di integrazione, il che € gla no-
tevole, e necessita di un tempo di esecuzione relativa-

mente lungo ( da uno e tre minuti a seconda del calcola-

tore).




METODO 0I SIMPSON

t "impiedo é identico a guellc del programma prece-
dente la funzione pud essere programmata alla linea 50,
e occorre introdurre i limiti e il numero dei passi ¢i

integrazione.

2000 CLS
o160 FRINT  TAEB( 5):"METODD DI SIMFSON": FRINT : FRINT
2020 INFUT “A=";A
2030 INPFUT “B="3E
2040 INPUT “N="3N .
2050 H = (B -~ &) / 2 / N
I
X

20460 = ( FN F{ay + FN F(By)» 7 2
2070 = f

2080 FOR I = 1 TO SN~ 1

2090¢ X = X + H:T =T + 2 % FN F XD
2400 ¥ = X% + HiT = T +  FR &F(X)
2110 NEXT T

TR0 Y = X o+ H:T = T + & » FMN FOX3
P10 T = 2 2 H* T /3

FRINT “L°INTEGSRALE ValE: "7
INFUT "VOLETE RIUTILIZZARE IL FROGRAMMA:":IF
"Gy THEN 20040

=140 PRINT
2150 PRINT
2160 IF 2%

” [T T}




ESEMPT COMMENTATI

Esempioc 1:

Si debba calcolare:
11

1:8__,___,__"._:1__——4———
5 JiT.ix 8

50 DEF FN F({X) =

ol <

1 /7 SQR (X* X - 6 * X + 8)

100
L'integrale vale 1.45170151

volete riutilizzare il programma?:N

It

—
1l

Il

ta

valore esatto &
1,45170148
valore ottenuto con 100 passi di integrazione presen-

un errore trascurabile..




Esempio Z:

Riprendiamo il calcolo di:

2
S (X“'ﬂ %XH#— 3){%) OZ.)(
4

50 DEF FN F(X) = X ¥14-8*X411 + 3*X13

A= 1
B= 2
N= 100

L'integrale vale:-2687.743971
volete riuvtilizzare 1l programma?:N
L'eerore syl risultato é confrontablle con quello ottenu-

to con il metodo dei trapezi.

r




METODO DI VILLARCEAY

Questo é l'ultimc dei metodi di Cotes che analizzero.
Anch'esso si basa sulla decomposizione di n sottointer-
valli di (a,b) ma la funzione é sostituite questa volts
da un polinomio di grado 4

Si pone quindi:

,91—:-?,-?3’—- 2. X;-'—O;TI.J?"

53 dimostra allora che su cgni imtervallo EXAQ Xm+4}

¥iia4
g ILM’)OU

Lyi

l'integrale:

€ approssimata da:

TL.{ - %—1?- [? Flxs) 34 F(X{r'-ri) + ’{2E(’(*"1"\> + '&Qé (3"’“‘1«3} +¥(¥¢."+,r)j

m-1
l'integrale vale allora: 1= E: T
tze
: b
Questa approssimazione di S f(x)dx é di ecrdine hJ.

.9




- 100 -

IGGO DLE
=516 FRINT  TARC 9@ “METODO 0F VILLARCEAL": FRINT @ FRINT
SO2C INPUT tAstA

TOTO INFPUT UB="iB

040 INFUT "Nz

TOS0 W o= (B &1 S Y

LO60 ko= AT o= 7 % FNOF (A

=070 FOR 1 = 1 TO

o

=

080 x o= M T o= T o+ 32 % FR R (X3

TOFG X o= + H:T = T + 12 #» FN F{X2

IO £ o= - H:T = T + IZ2 %  FiMN FOX:

10 X + H: T o= T + 14 % FMN F(X3
L

T1IZ0 NEX

IIEGT = 7 o#  FM F XD

Ti40 7T = 2 o H % T /450

S1SG PRINT @ PRINT "L INTEGRALE VALE:";T

T160G  PRINT ¢ INFUT “WOLETE RIUTILIZZARE IL FROGRAMAGA: " 3
_T170 IF ZF = 8" THEN HO0G
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ESEMPI COMMENTATI

Esempic 1.

Si debba calceclare l'integrale:

19 4
S X qM*xoiX

1

L'integrale vale: 38.5890188
Volete riutilizzare il programma?:N
I1 risultatc & calcolato con una precisione di circa 10

con 50 intervalli quando ne occorrevano 1000con il meto-

1
do del trapezio.
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Esempio 2:

50 DEF EN F({X) = X 14-8 * X 11+ 3 * X 3

L'ntegrale vale: -534.283331

Volete riuvtilizzare il programma?:’S

L'integrale vale: -534.283346

Volete riutilizzare il programma 7:N

-6
L'integrale é calcolata con una precisione dicirca 2.10

con solamente 15 passi d'integrazione mentre la precisio-
-6

ne diminuisce a 13.10 con 25 passi:gli errori numerici

hanno quindi il sopravvento su l'errore di metodo.
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CONCLUSIONE SUI METODI DI COTES

Esistono molte altre formule di Cotes (in effetti

potrebbero essere infinite) che danno i'approssimaziaone

di ordine h con n > 6.

- Tuttavia gli errori numerici dovuti a questi
posscno annullare la precisione supplementare che
hanno. $'impiegheranno in generale una ventina di

valli con il metodo villarceay, e un centinaio di

valli con gli altri metodi; guesti valori rappresentano

un buon compromesso tra gli errori del metodc, gli erro-

ri numerici e la rapildits.

Lle foermule di ordine superiore a 6 sono generalmen-

te poco utilizzate e a loro si preferisce il metodo di

Romberg.

metodi

essi

inter~-

inter-




OO0 CLS
: PR

H o=
7O TG

=Ty

X o=
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METODO DI ROMBERG

La funzione da integrare deve essere definites alla
linea 50 del programma:
50 DEF FN F(X)= LOG( 1+TAN(X))

Successivamente occarre fornire al programma i valo-
ri @ e b degli estremi dell'intervallo d'integrazione e
la precisione desiderata sottoforma di un numerc p com-

preso fra 1 e 8 (la precisione corrispondente £ allora

dell'ordine di 10 ).

INT TAE( 53 "METODO DI ROMEERG": FRIMYT @ PRINT

INFUT "A=";A
INFUT "E=";E
INFUT “FRECISIONE (DA 1 A S):“;E:E = 10 ~ ( - £

PeT(O,0r = (B - Ay % ( FN FGARY + FN FiBl
(B — @A) / (2 " MNy:iX = A
JN3 o= O FN FIEY + FN FOAYY /7 2

B0 FOR I = 1 10 (& & pNr - 1

Aor HI TG, MY = TNy + BN FOX

100 NEXT I

110 T(ONY = T(G,N) * H
FOR F o= 1 TO N
IO K = N — F _
140 TiF.K) = ((& ~ P) % T(F — 1,K + 1) — T(F = 1,K)) ¢ ({4 ™ F} — 1}
NEXT F
IF  AES (T(N,0) — T(N — 1,0)) < E THEN 5190
IE N < 9 THEN N = N + 1: GOTO S060
FRINT : FRINT "LA FRECISIONE NON FUO' ESSERE CHE 1£%;1 + INT ( LUGCA

1170 FR

R

o210 IF

N

L O) =T (N—1,03 ) /LOG (1G) )

INT : PRINT "L INTEGRALE VALE:";T(N,G}

%&OQ FRINT : INPUT "VOLETE RIUTILIZZARE Il FROGRAMMA: " 3

2§ = “§" THEN S000
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ESEMPIQ COMMENTATO

[we]
]

12

Precisione (da 1 a 8):7

L'integrale vale: 38.588018/

Volete riutilizzare il programma?:N

. . . -7 :
I1 valore con un'approssimazione di 10 dell'integrale:

1
g ’)ZMQJX 0\,)(
1

& ottenuto abbastanza rapidamente, mentre GCccorrevanoc

1000 intervalli con il metodo dei trapezi.
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EQUAZIONI DIFFERENZIALT SU PERSONAL COMPUTER

METODO DI RUNGE-KUTTA

tag funzione deve essere inserita nel programma a
partire dalla linea 2800 sotto le forma:
280D F=4*Y+X
ove Y rappresenta la funzione eX la variabile.
Una volta lanciatec, il programma chiede:
il punto inizilale (xo ,yb ),
il secondo limite dell'intervallo di studio X
il numero dei punti da stampare n;

la finezza m.

la finezza & Un metodo per aumentare la precisione

del calcolo. La precisione & naturalmente legata al nume-
ro dei temini calcolato.

Per usufluire di una migliore precisicne senza tut-

tavia saturare 1o schermo di risultati inutili, viene
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stampats soltanto una parte dei punti calcolata.

La finezza rappresenta allera il numero del punti
calcolati fra due punti steampati. Per una finezzs di 5,
per esempic, 11 programma calcolera un numero di punti
maggiori di queili che stamperad. Se viceversa si deside-
ra che tutti i punti calcolsti siano stampati bastersa
richiedere una finezza di 1.

- 100 LS
y10 PRINT  TABC S);"Y =F(X,Y) METODO DI RUNGE~-EUTTA": FRINT : FRINT
070 PRINT Y1 FPROGRAMMAZIONE DELL EGQUAZIONEY: FRINT
1030 PRINT "2« RISOLUZIONE": FRINT @ FRINT
1040 INFUT “FUNZIONE RICHIESTA:";E: FRINT
1050 IF E = L THEN LIST 2800 - Z890: END
1060 INFUT “XO="iX
1070 INFUT "YOo=“U3 I
1080  INFUT "SECONDO ESTREMO: "; XF
1090 INPUT "NUMERO DI FUNTI:"iM
1100 INPUT “FINEZZA:"iFI: FPRINT
et 1110 X1 o= X
%jllzo H = (XF -~ X3 / FI / M
1130 FOR 1 1 TO ™
1140 FOR J i TO FI |
1150 X = X1 (¢(I — 1) % FI + J — 1) % H i
t

I N I

ch

L1140 BOBUR 00
1170 NEXT J .
1180 PRINT "X="jX; TAB( 20)3"Y="37
1190 NEXT I
1700 FRINT @ INFUT “VOLETE RIUTILIZZARE IL FROGRAMMA: "; ZF

|

|

;

|

'Y =7+ @&/ 2: GOSUB 2800:B = H % F q
| |

1710 IF Z% = “S" THEN 1000 j

3500 XX = KiY = 2: GOSUE 2860:4 = H # F |

2510 X =X + H /2

2520 Y =2 + B / 2: GOSUB 2600:C = H % F

2530 X = XX + HiY = Z + C: GOSUB 2800

540 2 =2+ (A+ 2% B+2%CtHXF) /&

2550 RETURN |

2800 F = - Y %Y |
2890  RETURN i
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ESEMPIO COMMENTATO

L'equazione studiata € la seguente:
y'= -y? con y(l) =
La soluzicne esatta &:
y = 1/x
2800 F=-Y*Y
Xe = 1
Yo = 1

Secondo estremo : 10

o Numero di punti: 9

Finmezza : 10

Y=.500000288
¥Y=.333333479
Y=.250000084
Y=.200000054
.166666704
Y=.142857171°
¥=.125000021
¥=.111111128
0 Y=.100000014

il

15

1

X=2
X=3
X=4
X=5
X=6 Y=
X=7
X=8
x=9
X=1

1
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Volete rivtilizzare il programma?:5
Xo=1

Yo=1

Seconde estremo: 10

Numero di punti: 9

Finezza : 50

X=2 ¥=.9

X=3 ¥=.333333334
X=4 =.25

X=5 Y.2

X=6 Y=.166666666
X=7 =.142857143
X=8 =,125

X=9 =,111111111
X=10 Y=.1

Volete rivtilizzare il programma?:N
I risultati sono ancora soddisfacenti con una finezza di

10 e sono esattl con una finezza di 50.
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METODO PREDITTORE-CORRETTORE

L'impiego di questo progamma é del tutto simile a

quello del precedente programma.

2010 PRINT TAB( 5);“PREDITTORE-CORRETTORE®: PRING : PRIN
2020 PRINT "1- PROGRAMMAZIONE DELL‘EQUAZIONE®: PRINT

2030 PRINT *2- RISGLUZIONE": PRINT : PRINT

2040 INPUT "FUNZIONWE RICHIESTA:";E: PRINT

2050 IF E = { THEN LIST 2800 - 28%0: END |
2060 INPUT "X0=";X |
2070 INPUT *Y0=";2Z

2080 INPUT "SECONDD ESTREMO XF:";XF
2090 INPUT "NUMERD DI PUNTI: *;M
2100 INPUT "FINEZZ&:";F1: PRINT

2110 H = (XF - X0 / F1 / M

2120 K = 0:X1 = X

2130 Y = 2: GOSUB 2ZB00:P(3) = F

2140 FOR I = 1 TO M

2150 FOR J =t T0Q FI

2160 K= K+ 13X =X + {(1 - 1) * F +J - 1) % H

2170 IF K < 4 THEN GOSUB 2500:Y = 2: GOSUB 2800:P(3 ~ K)
= F: GOTO 225 0

2180 X = X + H

ZI90 Y = 7 + H / 24 % (55 % P{0) - S% % P(1) + 37 % P(2)
- 9 % P(3M) :

2200 GOSUB 2800
2210 W =2 + H/ 24 # (% = F + 19 % P(O) - 5 % P(Ly + PC2))
2220 IF ABS (Y - W) » 1E - & THEN Y = W: GOTO 2200
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2220 2 = WiF(3) = P{2):FiZ) = PUL)POL) = PO
7240 ¥ = 2: GOSUB 2800:PL0) = F
27250 HEXT J
724G FRINT "X=";X; TABC 200 ;"v=";¢
2270 NWEXT I
22o0 PRINT ¢ INPUT "WOLETE RIUTILIZZARE IL PROGRAMMA? 1" 2%
2290 1F 2% = "§* THEW 2000
2300 GOTO tGd
2550 X = K1Y = 2; GOSUB Z800:A = H * F
2510 ¥ = X + H / 2:Y = 2 + @&/ Z: GOSUB z800:8 = K # F
2520 ¥ = 7 + B / Z: GUSUE 2600:C = H *x F
2530 K = X¥ + Hiy = 2 + C: GOSUR 2800
PEG0 2 = 2 0+ (i v 2 s B+ 2 L+ HxF)SE
2550 RETURN
Z800 F = - ¥ %Y
- 28720 RETURN

S

¥

5

T
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ESEMPIO COMMENTATO

In alcuni casi 1l metodo predittore-correttore did risul-
tati migliori rispetto al metode di Runge-Kutta.
Viceversa nel caso qui sotto si produce il fencmenao in-
VETSO.

Riprendiamo l'equazione:

y' = -y? con y(1) =1
La cui scluzione esatta & v = 1/x.
2800 F=-Y*Y

Predittore-caorrettore

Secondo estremo :10

Numero di punti:9

Finezza: 10
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X=2 Y=.499988002
X=3 Y=.333326726
X=4 ¥=.249996121
X=95 Y=.199997481
X=6 Y=.166664907
K=T ¥=.142855845
X=8 Y=.124999005
X=9 Y=.111110324
X=10 Y=.0999993618

Xo = 1

Yo = 1

Secondo estremo X F: 10
Numero di punti: 9

Finezza : 50
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X=2 Y=.499999%8¢%7
%=3 y=.333333317
X=4 Y=.249999899
X=5 Y=.199999994
X=6 Y=.166666662
X=7 Y=.14285714
X=8 Y=.124999887
X=9 ¥=.1111111409
X=10 ¥Y=.0999999984

Volete riutilizzare il programma?:N

La precisione & questa volta migliore con il metodo di

Runge-Kutta.




