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UNITA’ 2 
 

FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE 
 

NOZIONE DI LIMITIE  
 
Definizione -   Siano una funzione reale di una variabile reale ( ),ℜ→Af : ℜ⊆A ℜ∈0x un 
punto di accumulazione  per A, L un numero reale; diciamo che la funzione converge 
al numero reale L ( o anche che ammette limite L ) per x tendente ad in A e scriviamo: 

( )1 ℜ→Af :

0x
 

( ) Lxf
xx

=
→ 0

lim , 

 
da leggersi “limite per x tendente ad di effe di x uguale ad L”, se la funzione  0x

 
{ } ℜ→0

* : xAf U  
 
così definita: 
 

( ) ( ) { }
⎩
⎨
⎧

=
−∈

=
0

0*

xxperL
xAxperxf

xf  

 
risulta essere  continua in . ( )2

0x
 
Osservazione: 
E’ bene notare che si può presentare una delle seguenti eventualità: AxautAx ∉∈ 00 , 
ossia ; ai fini del limite per x tendente ad , il presentarsi dell’una o 
dell’altra eventualità non comporta alcuna differenza; inoltre se 

( ) ( )00 xfesistenonautxf∃ 0x
( )0xf∃ e se esiste il ( ) Lxf

xx
=

→ 0

lim , 

non è detto che sia , anzi in generale risulta ( ) Lxf =0 ( ) Lxf ≠0 , ancora può benissimo accadere 
che esita il e non o viceversa. ( ) Lxf

xx
=

→ 0

lim ( )0xf

 
 
 
( )1  Siano  , ℜ⊆A ℜ∈0x ; diciamo che è un punto di accumulazione per A, se comunque 
prendiamo un intorno di , esiste almeno un punto diverso da che appartiene sia a questo 
intorno sia ad A. In simboli: 

0x

0x 0x
] [ { }≠−+−⇒>∀ 000 ,0 xAxx Iδδδ  Ø. Si noti che un punto può 

essere di accumulazione pur non appartenendo ad A, e di contro, pur appartenendo all’insieme può 
non essere di accumulazione, evidentemente può appartenere ed essere di acc. e può non 
appartenere e non essere di acc..  
 
( )2  Siano una funzione reale di una variabile reale (ℜ→Af : ℜ⊆A ) e  si ha:   Ax ∈0

( ) ( ) εδδε <−⇒<−∈∀>∃>∀⇔ 000 ,:00 xfxfxxAxxincontinuaèf
def
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Teorema -     Siano una funzione reale di una variabile reale ( ), un punto 
di accumulazione per A; condizione necessaria e sufficiente affinché sia continua in è 
che: 

ℜ→Af : ℜ⊆A Ax ∈0

ℜ→Af : 0x

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. 

Osservazione:  
Pertanto la nozione di limite per x tendente ad , da qualche informazione utile quando la funzione 
non è continua in oppure quando non è definita in tale punto. 

0x

0x
 
Teorema -     Siano una funzione reale di una variabile reale ( ), un punto 
di accumulazione per A; condizione necessaria e sufficiente affinché converga ad un 
numero reale L, per x tendente ad in A, è che: 

ℜ→Af : ℜ⊆A ℜ∈0x
ℜ→Af :

0x
 

( ) ( ) εδδε <−⇒<−<∈∀>∃>∀ 000,:00 xfxfxxAx . 
 

Dim.: ovvia a partire dalla definizione di funzione continua in un punto. 
 
Teorema -     Siano una funzione reale di una variabile reale ( ), un punto 
di accumulazione per A; condizione necessaria e sufficiente affinché converga ad un 
numero reale L, per x tendente ad in A, è che: 

ℜ→Af : ℜ⊆A ℜ∈0x
ℜ→Af :

0x
 

( ) ( ) { }( ) VxAUfxULV ⊆−∃∀ 00 I  
 

con V (L)  intorno di L in ℜ e U( ) intorno di in A. 0x 0x
 
Osservazione: la caratterizzazione di cui al presente teorema, opportunamente adattata, costituisce 
la “base” per dare la cosiddetta definizione unificatrice di limite, infatti si ha la seguente: 
 
Definizione -   ( definizione unificatrice )   Siano ℜ→Af : una funzione reale di una variabile 
reale ( ),ℜ⊆A ℜ∈0x un punto di accumulazione per A, ℜ∈L ; diciamo che il limite per x 
tendente ad in A di f (x) è L se: 0x
 

( ) ( ) ( ) { } ( ) ( )LVxfxAxUxxULV ∈⇒−∈∀∃∀ 000 : I . 
 

Teorema -     Siano una funzione reale di una variabile reale ( ), un punto 
di accumulazione per A; condizione necessaria e sufficiente affinché converga ad un 
numero reale L, per x tendente ad in A, è che: 

ℜ→Af : ℜ⊆A ℜ∈0x
ℜ→Af :

0x
per ogni successione { di punti di A convergente ad , la successione di punti di 

converga ad L. 
}nx 0x ( ){ nxf }

ℜ
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UNITA’ 3 
 

INFINITESIMI ED INFINITI 
 
Siano due funzioni reali di una variabile reale (ℜ→Agf :, ℜ⊆A ) e un punto di 
accumulazione per A, se f e g sono infinitesimi per , cioè se 

ℜ∈0x

0xx →
 

( ) ,0lim
0

=
→

xf
xx

( ) .0lim
0

=
→

xg
xx

 

Diamo la seguente: 
 
2.1 Definizione - La funzione f si dice infinitesima di ordine superiore rispetto a g, per , 
se esiste un intorno  ed una funzione 

0xx →
( )0xU { } ℜ→−∩ 0: xAUh ,tali che  

 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( ) ( )xhxgxfxAUx ⋅=⇒−∩∈ 0 . 

 
In questo caso si scrive ( ) (xogxf = ) per  o anche 0xx → ogf = . 
 
2.2 Definizione - Le funzioni f e g si dicono infinitesimi dello stesso ordine, per , se esiste 

, un intorno  e una funzione 
0xx →

{ }0−ℜ∈k ( )0xU { } ℜ→−∩ 0: xAUh , tali che 
 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( ) ( ){ }xhkxgxfxAUx +⋅=⇒−∩∈ 0 . 

 
Nell’ipotesi che f e g siano diverse da zero in un intorno di valgono i seguenti risultati: 0x
 
2.3 Teorema- C.N. e S. affinché f sia infinitesima di ordine superiore rispetto a g, per , 0xx →

è che la funzione 
g
f , che è definita in un intorno di , sia infinitesima   per : 0x 0xx →

( )
( ) 0lim

0

=
→ xg

xf
xx

. 

 
2.4 Teorema-  C.N. e S. affinché f e g siano infinitesimi dello stesso ordine, per , 0xx →

è che la funzione 
g
f , che è definita in un intorno di , ammetta limite finito diverso da zero   per 

: 

0x

0xx →
( )
( ) { }0,lim

0

xkk
xg
xf

xx
−ℜ∈=

→
. 
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Siano due funzioni reali di una variabile reale (ℜ→Agf :, ℜ⊆A )infinitesimi per , e sia 
. Supponiamo che in un intorno 

0xx →
*
+ℜ∈α ( )0xU , con , sia definita la funzione AU ⊆
{ } ℜ→− 0: xUϕ : 

( ) ( )[ ]αϕ xgx
def
= . 

Si ha la seguente: 
 
2.5 Definizione- La funzione f si dice infinitesima di ordineα  rispetto a g , per , se le 

funzioni f e sono infinitesimi dello stesso ordine,  per . In tal caso deve esistere 
 un intorno  e una funzione 

0xx →
αϕ g= 0xx →

{ }0−ℜ∈k ( )0
' xU { } ℜ→−∩ 0

': xUUh , tali che 
 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( )[ ] ( ){ }xhkxgxfxUUx +=⇒−∩∈ α

0
' . 

 
Si dice allora che è la parte principale dell’infinitesimo f rispetto all’infinitesimo g per 

. 

αkg

0xx →
 

Siano ℜ→Agf :, due funzioni reali di una variabile reale ( ℜ⊆A ) e un punto di 
accumulazione per A le quali sono divergenti per : 

ℜ∈0x

0xx →
 

( ) ,lim
0

∞=
→

xf
xx

( ) .lim
0

∞=
→

xg
xx

 

 
2.6   Definizione - La funzione f si dice infinita di ordine inferiore rispetto a g (g infinita di ordine 
superiore rispetto a f ), per , se esiste un intorno 0xx → ( )0xU  ed una funzione 

,tali che  { } ℜ→−∩ 0: xAUh
 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( ) ( )xhxgxfxAUx ⋅=⇒−∩∈ 0 . 

 
In questo caso si scrive ( ) (xOfxg = ) per . 0xx →
 
2.7   Definizione - Le funzioni f e g si dicono infiniti dello stesso ordine, per , se esiste 

, un intorno 
0xx →

{ }0−ℜ∈k ( )0xU  e una funzione { } ℜ→−∩ 0: xAUh , tali che 
 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( ) ( ){ }xhkxgxfxAUx +⋅=⇒−∩∈ 0 . 

 
Tenuto conto che f e g siano diverse da zero in un intorno di valgono i seguenti risultati: 0x
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2.8 Teorema- C.N. e S. affinché f sia infinita di ordine inferiore rispetto a g, per , 0xx →
è che  

( )
( ) 0lim

0

=
→ xg

xf
xx

  o anche ( )
( ) ∞=

→ xf
xg

xx 0

lim . 

 
2.9 Teorema-  C.N. e S. affinché f e g siano infiniti dello stesso ordine, per , 0xx →
è che  

( )
( ) { }0,lim

0

xkk
xg
xf

xx
−ℜ∈=

→
. 

 
Siano ℜ→Agf :,  due infiniti per , e sia . Supponiamo che in un intorno 0xx → *

+ℜ∈α ( )0xU , 
con , sia definita la funzione AU ⊆ { } ℜ→− 0: xUϕ : 

( ) ( )[ ]αϕ xgx
def
= . 

Si ha il seguente: 
 
2.10  Definizione- La funzione f si dice infinita di ordineα  rispetto a g , per , se le 
funzioni f e sono infiniti dello stesso ordine,  per . In tal caso deve esistere 

 un intorno 

0xx →
αϕ g= 0xx →

{ }0−ℜ∈k ( )0
' xU  e una funzione { } ℜ→−∩ 0

': xUUh , tali che 
 
( ) 0lim

0

=
→

xh
xx

 

 
{ } ( ) ( )[ ] ( ){ }xhkxgxfxUUx +=⇒−∩∈ α

0
' . 

Si dice allora che è la parte principale dell’infinito f rispetto all’infinito g per . αkg 0xx →
 
Esercizi 
 

1. Siano  infinitesimi per . Si dimostri che ℜ→Ahgf :,, 0xx →
  
(i)   ( ) ( ) ( ) 0xxperhofhoggof →=⇒=∧=
 
(ii) ( ) ( ) ( ) 0xxperhogfhoghof →=+⇒=∧=  
 
(iii) ( ) ( ) ( ) 0xxperhogfhoghof →=⋅⇒=∧= . 
 
2. Siano  infinitesimi per . Supponendo che siano 

diverse da zero in un intorno di , si dimostri che 
ℜ→Akhgf :,,, 0xx → kghfgf ++ ,,,

0x
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ℜ∈=⇔=

+
+

⇒=∧=
→→

λλλ ,limlim
00 xg

xf
xkxg
xhxfgokfoh

xxxx
. 
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 UNITA’ 4 

 
DEFINIZIONE DI DERIVATA 

 
1.1   Definizione -   Sia una funzione reale definita nell’intervallo ℜ→If : ℜ⊆I e sia 

interno ad I. Preso arbitrariamente 0x { }0xIx −∈ , consideriamo la funzione  { } ℜ→− 0: xIr , 
definita da: 

( ) ( )
0

0
0 ),(

xx
xfxf

xxr
def

−
−

= , 

 
essa viene detta rapporto incrementale della f in relativamente all’incremento0x 0xx − della 
variabile indipendente. Se esiste finito il 
 

( ) ( )
0

0

0

lim
xx

xfxf
xx −

−
→

 

 
si dice che f è derivabile in ; tale limite viene chiamato derivata di f in e si indica con una 
delle seguenti notazioni: 

0x 0x

( ) ( )( ) ( ).,,,' 0

.

00
0

xf
dx
dfxDfxf

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 
Se si ha: 

( ) ( ) ( )∞−+∞=
−
−

→
.lim

0

0

0

risp
xx

xfxf
xx

 

 
Allora si dice che f ha derivata  ( )∞−∞+ .risp  nel punto . 0x
 
1.2       Definizione -     In qualche caso in cui non esiste oppure non può essere considerato il limite 
del rapporto incrementale per , ad esempio quando è un estremo di I, può capitare che 
esista, il limite di esso per  ( risp. ). Si dice allora che esiste la derivata destra  ( 
risp. sinistra ) di f in  e si scrive: 

0xx → 0x
+→ 0xx −→ 0xx

0x
 

( ) =0
' xfd

( ) ( )
0

0

0

lim
xx

xfxf
xx −

−
+→

;         ( ) =0
' xf s

( ) ( )
0

0

0

lim
xx

xfxf
xx −

−
−→

. 

 
Evidentemente se esiste  esistono anche ( )0' xf ( )0

' xfd  ed ( )0
' xf s  e si ha: ( ) =0

' xf s ( ) =0
' xfd ( )0

' xf . 
 

Osservazione su alcune  notazioni: se si pone 0xxx −=Δ  e ( ) ( )0xfxfy −=Δ si ha: 
x
yxxr

Δ
Δ

=Δ ),( 0  

e quindi: ( ) =0
' xf

x
y

x Δ
Δ

→Δ 0
lim ; ancora se si pone hxx += 0  si ha: 

( ) ( )
h

xfhxf
hxr 00

0 ),(
−+

=  e quindi: 

( ) =0
' xf

( ) ( )
h

xfhxf
h

00

0
lim

−+
→

. 
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1.3       Definizione -     Se f è derivabile in ogni punto di I si dice che  f è derivabile in I. In questo 
caso, per ogni , esiste il corrispondente valoreIx∈ ( )xf '  della derivata della funzione f nel punto x, 
resta così definita in I una “nuova” funzione che indichiamo con alla quale si da il nome 
di funzione derivata prima ( o semplicemente derivata ) di f. 

ℜ→If :'

 
1.4       Definizione -     Se   è derivabile in ℜ→If :' Ix ∈0 si dice che la funzione f è due volte 
derivabile ( o anche che ammette derivata seconda ) in  e tale derivata seconda si indica con 
una delle seguenti notazioni: 

0x

 

( ) ( )( ) ( ).,,,'' 0

..

2

2

0
2

0

0

xf
dx

fdxfDxf
x
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
Se è derivabile in ogni punto di I si dice che  f è due volte derivabile in I. In questo caso, per 
ogni , esiste il corrispondente valore

'f
Ix∈ ( )xf ''  della derivata seconda della funzione f nel punto x, 

resta così definita in I una “nuova” funzione che indichiamo con alla quale si da il nome 
di funzione derivata seconda ( o semplicemente derivata seconda o del secondo ordine ) di f. 

ℜ→If :''

 
Se   è derivabile in si dice che la funzione f è tre volte derivabile ( o anche che 
ammette derivata terza ) in  e tale derivata terza si indica con una delle seguenti notazioni: 

ℜ→If :'' Ix ∈0

0x
 

( ) ( )( ) ( ).,,,''' 0

...

3

3

0
3

0

0

xf
dx

fdxfDxf
x
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
Se è derivabile in ogni punto di I si dice che  f è tre volte derivabile in I. In questo caso, per 
ogni , esiste il corrispondente valore

''f
Ix∈ ( )xf '''  della derivata terza della funzione f nel punto x, 

resta così definita in I una “nuova” funzione che indichiamo con alla quale si da il 
nome di funzione derivata terza ( o semplicemente derivata terza o del terzo ordine ) di f. 

ℜ→If :'''

 
Così proseguendo, se ℵ∈k , può accadere che f sia k volte derivabile ( o anche che ammette 
derivata d’ordine k ) in ; tale derivata si indica con una delle seguenti notazioni: 0x
 

 
( ) ( ) ( )( ) .,,

0

00
x

k

k
kk

dx
fdxfDxf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
Per uniformità di notazione è spesso conveniente porre: 
 

( ) ( )( ) ( ) IxxfxfDxf ∈∀== ,00 . 
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UNITA’ 5 
 

DIFFERENZIALE DI UNA FUNZIONE 
 

1.1   Definizione -   Sia una funzione reale di una variabile reale definita in un 
intervallo aperto . Si dice che f è differenziabile in 

ℜ→If :
ℜ⊆I Ix ∈0 se esiste un’applicazione lineare ( )1  

( dipendente da ) tale che la funzione: ℜ→ℜ:L 0x
( ) ℜ→⋅ Ix :,0τ  

Definita da 
( ) ( ) ( ) ( )0000 ,, xxxLxfxfxx −−−=τ  

 
risulti infinitesima di ordine superiore  a ( )2

0xx −  per in I; cioè tale che 0xx →
 

(1)                                      
( ) ( ) ( ) { }.,0

,
lim 0

0

000

0

xIx
xx

xxxLxfxf
xx

−∈=
−

−−−
→

 

 
L’applicazione L così individuata si dice differenziale della funzione f nel punto  e si indica con 
il simbolo  . 

0x
( )0xdf

 Se f è differenziabile in ogni punto , si dice che  f è differenziale in I.  Ix ∈0

 
Vale il seguente risultato: 
 
1.2   Teorema -   Sia una funzione reale di una variabile reale definita in un intervallo 
aperto . Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile in è che sia 
derivabile in . In tal caso  

ℜ→If :
ℜ⊆I Ix ∈0

0x
 
(2)                                                ( )( ) ( ) .,0

'
0 ℜ∈∀= xxxfxxdf  

 
 
( )1  Nel nostro corso diamo la seguente: 

ℜ→ℜ:f è detta lineare se è del tipo: ( ) BxAxf +=  con  numeri reali. In particolare per 
quanto riguarda l’applicazione in questione, risulta:

BA,
( ) ( )(xxfxxL 0

'
0 , = )

)
 ossia: 

. ( ) ( )( 00
'

00 , xxxfxxxL −=−
 
( )2  Siano due funzioni reali di una variabile reale (ℜ→Agf :, ℜ⊆A ) e un punto di 
accumulazione per A, se f e g sono infinitesimi per , cioè se: 

Diamo la seguente: 

ℜ∈0x

0xx →
( ) ,0lim

0

=
→

xf
xx

( ) .0lim
0

=
→

xg
xx

Definizione - La funzione f si dice infinitesima di ordine superiore rispetto a g, per , se la 

funzione 

0xx →

( ) { } ℜ→− 00: xxU
g
f con  intorno di , risulta infinitesima per , cioè se: ( )0xU 0x 0xx →

( )
( ) 0lim

0

=
→ xg

xf
xx

. Intuitivamente accade che la funzione f , per , “arriva” a zero più 

velocemente della g. 

0xx →
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Dimostrazione: ( Teorema 1.2 ) 

 
Dimostriamo prima la condizione necessaria. 
Sia f differenziabile in , allora esiste una costante Ix ∈0 ( ) ℜ∈0xA  tale che la funzione 
( ) ℜ→⋅ Ix :,0τ  definita da: ( ) ( ) ( ) ( )0000 ,, xxxLxfxfxx −−−=τ  con ( ) ( )( )0000 , xxxAxxxL −=−  

risulti infinitesima di ordine superiore a 0xx − ,  per in I. 0xx →
Ne segue che per { }0xIx −∈  si ha: 

( ) ( )
=

−
−

→
0

0

0

lim
xx

xfxf
xx

( )
+

−
−

→
0

00 ,
lim

0 xx
xxxL

xx

( )
=

−→
0

0 ,
lim

0 xx
xx

xx

τ ( )+0xA
( )

=
−→

0

0 ,
lim

0 xx
xx

xx

τ ( )0xA . 

Pertanto, f è derivabile in e si ha: 0x
( )0' xf = ( )0xA . 

Dimostriamo ora la condizione sufficiente. 
Cioè supponiamo che f sia derivabile in . Consideriamo l’applicazione lineare 0x ( ) ℜ→ℜ⋅ :,0xL  
data da  

( ) =xxL ,0 ( )xxf 0'  
e la funzione  

( ) ℜ→⋅ Ix :,0τ  
Data da: 

( ) ( ) ( ) ( )( )00
'

00 , xxxfxfxfxx −−−=τ . 
Allora, per ogni si ha: { }0xIx −∈

( )
=

− 0

0 ,
xx
xxτ ( ) ( )

−
−
−

0

0

xx
xfxf ( )0' xf  

e quindi 
( )

=
−→

0

0 ,
lim

0 xx
xx

xx

τ ( ) ( )
−

−
−

→
0

0

0

lim
xx

xfxf
xx

( ) 0' 0 =xf . 

Resta così provato che f è differenziabile in . 0x
 
Esempio 1. -  Si consideri la funzione ℜ→ℜ:f definita da  

( ) xxxf 43 +=  
derivabile in  e si determini  ℜ

( ) 1: 00 =ℜ→ℜ xperxdf . 
La funzione  è data da ℜ→ℜ:'f

( ) 43 2' += xxf , 
pertanto il differenziale  è l’applicazione lineare individuata da: ( ) ℜ→ℜ:0xdf

( )( ) =xxdf 0 ( ) ℜ∈∀xxxf 0' . 
Si ha, in definitiva, che per  il differenziale è individuato dalla relazione: 10 =x
 

( )( ) =xdf 1 ( ) xf 1'  
ossia 
 

( )( ) =xdf 1 x7 ,  o se vogliamo            ℜ∈∀x ( )( ) ( ) 771711 −=−=− xxxdf ℜ∈∀x  
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Se consideriamo l’applicazione identica  ℜ→ℜ:I  
 

( ) xxI = , 
 

l’applicazione lineare ( ) ℜ→ℜ:0xdf  data dalla ( 2 ), si può scrivere: 
 

( ) ( )Ixfxdf 0
'

0 =    cioè      ( )( ) ( ) ( )xIxfxxdf 0
'

0 = . 
 

D’altra parte l’applicazione I è differenziabile in ogni punto ℜ∈0x  e risulta: 
 

( ) IxdI =0     cioè     ( )( ) ( )xIxxdI =0  od anche  ( ) IxdI = . 
 

Per tale motivo l’applicazione I viene indicata con il simbolo di differenziale ed in accordo con 
questa notazione, si scrive: 

dx

 
( ) ( )dxxfxdf '= . 

 
OSSERVAZIONE IMPORTANTE 

 
 dall’espressione   

( ) ( )dxxfxdf '=   
segue  

( ) ( )
dx

xdfxf =' , 

 
cioè  la derivata prima della funzione f può essere concepita come un rapporto 

 

f’(x) è uguale al rapporto ( )
dx

xdf  

 
tra il differenziale della funzione  f ed il differenziale della funzione identica dx. 
 
Inoltre si ha che le regole di differenziazione sono  analoghe alle regole di derivazione. 
 
Altre notazioni per indicare il differenziale sono: 

 
( ) ( ) dydfxdyxdf ===  

e quindi: 

( )
dx
dyxf =' . 

Così se poniamo 0xxx −=Δ si ha: 
( )( ) ( ) xxfxxdf Δ=Δ 0

'
0  e ancora per  ( ) xxI = si ha: xdx Δ= 1 ossia: 

xdx Δ=  
cioè per questa funzione  , il differenziale è uguale all’incremento ( ) xxI = xΔ . 
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UNITA’ 6 
 

SIGNIFICATO GEOMETRICO DI: DERIVATA E DIFFERENZIALE 
 
Sia una funzione reale di una variabile reale, definita nell’intervallo ed un 
punto interno ad I. Sia 

ℜ→If : ℜ⊆I 0x
( )fG  il grafico della f su di un piano riferito ad un sistema di assi cartesiani 

ortogonali Oxy ( fig. 1 ) 

 
Siano e  i due punti di ascissa ed 0P P 0x x . Allora il rapporto 

 
( ) ( )

0

0
0 ),(

xx
xfxf

xxr
−
−

= , 

rappresenta il coefficiente angolare della retta secante il grafico di f nei punti , 0P P . 
Se la f è derivabile in , l’espressione 0x

( ) =0' xf
( ) ( )

0

0

0

lim
xx

xfxf
xx −

−
→

 

 
rappresenta il coefficiente angolare di una retta passante per il punto ( )( )000 , xfxP ; questa retta si 
dice tangente al grafico di f nel punto di ascissa . 0x
Tale retta è dunque il grafico ( )ϕG  della funzione ( lineare )   ( ) ℜ→ℜ⋅ :,0xϕ  definita da: 
 
( 1 )                                                   ( ) ( )( ) ( )000

'
0 , xfxxxfxx +−=ϕ . 

 
La retta ( )ϕG  è caratterizzata dalla seguente proprietà: 
 
3.1 Proprietà - ( )ϕG  è l’unica retta del piano passante per il punto ( )( ) ( fGxfxP ∈000 , )  tale che 

la funzione 
( ) −=⋅ fx ,0τ ( )⋅,0xϕ  

sia un infinitesimo di ordine superiore rispetto a 0xx − , per . 0xx →

O

y

x

0P

0x

( )fG

s

x

( )ϕG

1.fig

P

0xx −

( ) ( )0xfxf −
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Dim.: viene lasciata per esercizio. 
 
 
Pertanto la derivabilità di f in rappresenta geometricamente la circostanza che  ha nel 
punto , la retta tangente. 

0x ( )fG
( )( 00 , xfx )

Se accade che  in esistono la derivata destra0x ( )0
' xfd  e la derivata sinistra  ma non 

esiste  ( fig. 2 ): si ha che  ed 
( )0

' xf s

( )0' xf ( )0
' xfd ( )0

' xf s  rappresentano i coefficienti angolari di due rette 
passanti per , e che si dicono rispettivamente semitangente destra e semitangente 
sinistra del  nel punto . 

( )( 000 , xfxP )
( )fG ( )( )00 , xfx

 
y

( )fG

0x

0P

O x2.fig  
 
Riprendiamo l’uguaglianza ( ) ( ) ( ) ( )( )00

'
00 , xxxfxfxfxx −−−=τ , che possiamo anche scrivere:  
 

( ) ( ) ( )( ) ( )xxxxxfxfxf ,000
'

0 τ+−=− . 
 

Si vede che l’incremento della f corrispondente all’incremento 0xx − della variabile indipendente si 
compone di due parti: la prima, 

 
( )( )00

' xxxf − , 
 
è lineare rispetto ad , e la seconda, 0xx −

( )xx ,0τ , 
 

è infinitesima di ordine superiore rispetto ad 0xx −  per  . 0xx →
 
Dal punto di vista geometrico, la prima parte rappresenta l’incremento che subisce l’ordinata del 
punto che si “muove” sulla tangente alla curva nel punto ( )( )00 , xfx , e la seconda rappresenta 
l’incremento a partire dalla tangente fino al grafico di f ( fig. 3 ). 
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Pertanto l’incremento della f , corrispondente all’incremento 0xx − della variabile indipendente, in 
un intorno di ,  0x può essere approssimato con il differenziale della funzione f nel punto cioè con:  0x

 
( )( ) ( )( ),00

'
00 xxxfxxxdf −=−  

 
commettendo un errore tanto più trascurabile quanto più 0xx − si avvicina a zero, vedasi di fig. 3. 'x
 
 

 
 

Esempio 1. 
Data la funzione , calcoliamo l’incremento ( ) 2xxf = fΔ e il differenziale df per ℜ∈0x e 

arbitrario. xΔ
Si ha: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,2,2 0
2

0
2
0

2
000 xxdfxxxxxxxfxxff Δ=Δ+Δ=−Δ+=−Δ+=Δ  

 
Da cui si ottiene: 

( )2xdff Δ=−Δ=τ . 
 

Sia ora e ; si ha: 300 =x 1,0=Δx
01,0=−Δ= dffτ ; 

 
quindi l’errore commesso sostituendo all’incremento fΔ  il differenziale è uguale a 0,01 per un 
incremento . 

df
1,0=Δx

Perciò: 
61,0602 0 =⋅=Δ≅Δ xxf . 

 
Nel caso in cui l’incremento sia ancora più piccolo, per esempio  01,0=Δx , si otterrà: 
 

,6,001,0602 0 =⋅=Δ≅Δ xxf  
 

O

y

x

0P

0x

( )fG

( )

P

x

ϕG

( )( )00
' xxxf −

( )xx ,0τ

( ) ( )0xfxf − 'P

( )( )00 xxxdf −

cioè

'x
3.fig
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con un errore questa volta di .  ( ) ( ) 0001,001,0 22 ==Δx
Osserviamo inoltre che  rappresenta l’area del quadrato di lato  e ( quella del 

quadrato di lato , l’incremento 

2
0x 0x )2

0 xx Δ+

xx Δ+0 ( ) 2
0

2
0 xxxf −Δ+=Δ  rappresenta l’area tratteggiata in figura 

4, il differenziale  rappresenta l’area tratteggiata in figura 5 e xxdf Δ= 02 dff −Δ=τ  rappresenta 
l’area tratteggiata in figura 6 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

0x

xΔ

4.fig 5.fig

 6.fig
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Esercizi 
 

1. Sia [ [ ℜ→+∞,: af . Si dice che la retta grafico della funzione ℜ→ℜ:ϕ : 
 

( ) ℜ∈+= qmqmxx ,,ϕ  
 

              è un asintoto per se f
 
              (1)                                            ( ) ( )[ ] .0lim =+−

+∞→
qmxxf

x
 

          
             Si dimostri che, C.N. e S. affinché valga la (1) è che 
 

              (2)                                                      ( ) ,lim
x
xfm

x +∞→
=  

 
              (3)                                              ( )[ ].lim mxxfq

x
−=

+∞→
 

  
               Inoltre, se è derivabile, C. S. per la (2) è che risulti: f
 

( ) .lim ' mxf
x

=
+∞→

 

 

a x

)( fG

)(ϕG

 
2. Si mostri che la retta tangente al grafico  della funzione  )( fG

 
[ [ ℜ→+∞− ,1:f  

 
( ) 1+= xxf  

 
     nel punto   , è il grafico ( )1,0 )(ϕG della funzione 
 

( ) .1
2
1

+= xxϕ  
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UNITA’ 7 

 
FORMULA DI TAYLOR 

 
 
Se una funzione reale è definita in un intorno f ℜ⊆U  di un punto ℜ∈0x ed è derivabile in , 
allora esiste un unico polinomio di primo grado (unità 3) 

0x

 
( ) ( ) ( )( )00

'
001 , xxxfxfxxP −+=  

 
tale che posto  si abbia ( ) ( ) ( xxPxfxxR ,, 0101 −= )
 

( )
.0

,
lim

0

01

0

=
−→ xx

xxR
xx

 

 
Pertanto, essendo ( ) ( )+= xxPxf ,01 ( )xxR ,01 , si ha che ( )xf si può esprimere come somma di un 
polinomio di primo grado in x e di un “resto” che è infinitesimo, per x tendente ad , di ordine 
superiore ad x- . 

0x

0x
Possiamo ora chiederci se la derivabilità di in fino ad un certo ordine n, permetta di esprimere 

come somma di un polinomio di grado n, 
f 0x

( )xf ( )xxPn ,0 e di un infinitesimo , per x 

tendente ad , di ordine superiore ad , ossia tale che 

( xxRn ,0 )
)0x ( nxx 0−

 
(1)                                                         ( ) ( )+= xxPxf n ,0 ( )xxRn ,0  
 

(2)                                                           
( ) ( )
( )

.0
,

lim
0

0

0

=
−

−
→ n

n

xx xx
xxPxf

 

 
Incominciamo ad enunciare il seguente 
 
7.1 Lemma- Sia F una funzione reale definita in un intorno ℜ⊆U  di un punto e di classe . 

C.N. e S. affinché  
0x nC

 

(3)                                                                    ( )
( )

0lim
0

0

=
−→ nxx xx

xF  

è che 
 

(4)                                                              ( ) ( ) .,...,0,00 nkxF k ==  
 
In conseguenza di tale lemma si ha che il polinomio ( )xxPn ,0 , affinché valga la (2) deve soddisfare 
alle seguenti condizioni 
 
(7)                                                      ( ) ( ) =00 , xxP k

n

( ) ( ) .,...,0,0 nkxf k =  
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Tali condizioni permettono di individuare il seguente unico polinomio 
 

(8)                                                       ( ) ( ) ( ) ( )
!

, 0

0
00 k

xx
xfxxP

kn

k

k
n

−
= ∑

=

 

 
che viene detto polinomio di Taylor di ordine n relativo al punto . 0x
 
Vale pertanto il seguente risultato: 
 
7.2 Teorema- (formula di Taylor con il resto di Peano)-  
 
Sia f una funzione reale definita in un intorno ℜ⊆U  di un punto e di classe . Allora per 

vale la formula: (  nel caso = 0 si parla di Teorema - formula di Maclaurin ) 
0x nC

Ux∈ *
0x

 
(9)                                                         ( ) ( )+= xxPxf n ,0 ( )xxRn ,0 . 
 
Essendo  il polinomio di Taylor di ordine n relativo al punto , e ( xxPn ,0 ) 0x
 

(10)                                                                
( )

( )
.0

,
lim

0

0

0

=
−→ n

n

xx xx
xxR

 

 
La grandezza si dice “resto” della formula di Taylor: esso esprime l’errore che si 
commette quando si sostituisce alla funzione f il polinomio 

( xxRn ,0 )
( )⋅,0xPn . 

In virtù della (10) si può anche scrivere: 

(11)                                                          ( ) ( ) ( )
!

,, 0
00 n

xx
xxxxR

n

nn
−

= σ  

con 
 
(12)                                                                      ( ) .0,lim 0

0

=
→

xxnxx
σ  

La (11) si dice forma di Peano per il resto. 
Per avere qualche valutazione quantitativa del resto ( )xxRn ,0  facciamo delle ipotesi più restrittive 
sulla funzione f . Vale il seguente: 
 
7.4   Teorema-     Sia f una funzione reale definita in un intorno ℜ⊆U  di un punto e di classe 

. Allora, per ogni 
0x

1+nC Ux∈ esiste un punto ξ  tra ed x tale che 0x

(12)                                                             ( ) ( ) ( ) ( )
( )!1

,
1

01
0 +

−
=

+
+

n
xx

fxxR
n

n
n ξ . 

Grazie a questo teorema si ha: 

(13)                                                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )!1

,
1

01
0 +

−
+=

+
+

n
xx

fxxPxf
n

n
n ξ . 

La (13) costituisce la formula di Taylor con il resto   nella forma di Lagrange. nR
La formula di Taylor può essere proficuamente utilizzata per lo studio dei minimi e massimi 
relativi. Vale il seguente: 
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7.3 Teorema- Sia f una funzione reale definita in un intorno ℜ⊆U  di un punto e di classe 
. Inoltre f abbia derivata di ordine n in 

0x
1−nC 0x ∈U e sia  

( ) =0
' xf ( ) == ...0

'' xf ( ) ( ) ( ) ( ) .0,0 00
1 ≠=− xfxf nn  

Allora: 
 

(i) se n è pari ed è (risp.( ) ( ) 00 >xf n ( ) ( ) 00 <xf n ), il punto  è un punto di minimo 
relativo forte (risp. massimo relativo forte); 

0x

(ii) se n è dispari ed è ( risp.( ) ( ) 00 >xf n ( ) ( ) 00 <xf n ), la f è crescente (risp. decrescente) 
in . 0x

 
     Esercizi 
 

1. Si considerino le due funzioni ] [ ℜ→+∞− ,1:f  ed ℜ→ℜ:g definite da: 
 

( ) ( )xxf += 1ln  
( ) xexg =  

      e si dimostri che 
 

( ) ( ) ( )xR
n

xxxxx n

nn

+
−

+++−=+
−

!
1...

!3!2
1ln

132

 

 

( )xR
n
xxxxe n

n
x ++++++=

!
...

!3!2!1
1

32

 

     con  
( )

.0lim
0

=
→ n

n

xx x
xR

 

      
2. Si considerino le funzioni ℜ→ℜ:, gf circolari: 

( ) senxxf =  
( ) xxg cos=  

      e si dimostri che 
 

( )
( ) ( )12

1253

!12
1...

!5!3
+

+

+
+

−
+−+−= n

nn

xo
n

xxxxsenx  

 
( )
( ) ( ).

!2
1...

!4!2
1cos 2

242
n

nn

xo
n

xxxx +
−

+−+−=  

       
3. Applicando la formula di Taylor si dimostri che 

 
        

     (i)    
6
1lim 20

=
−

→ senxx
senxx

x
 ,        (ii)    ( ) 0

1ln
lim 20

=
+

−
→ x

senxx
x

,      (iii) 1coslim
0

=
−

→ senx
xe x

x
.       
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UNITA’ 8 

 
L’NTEGRALE SECONDO RIEMANN 

  
Considerazioni preliminari 

 
 
La teoria dell’integrazione considera due concetti fondamentali: quello di “Integrale Definito” e 
quello di “Primitiva”. La connessione di questi due concetti, ad opera di Leibniz e Newton, fu il 
grande successo iniziale dell’Analisi Infinitesimale.  
In questo Modulo ci occuperemo della teoria dell’integrazione secondo Riemann, soffermandoci in 
particolare sulla teoria dell’integrazione delle funzioni reali di una variabile reale, definite e limitate 
in intervalli finiti. 
Successivamente estenderemo il concetto di integrale definito per funzioni non limitate o per 
funzioni definite in intervalli infiniti. 
 

 
Con l’aiuto dell’Arte Analitica è possibile 

determinare esattamente e geometricamente 
le aree e le lunghezze … delle curve 

I. Newton 
 

 
APPROCCIO INTUITIVO  

 
Prendiamo in esame la seguente figura:  
 
 

y

 
 
ci proponiamo di calcolare l’area S della parte di piano compresa tra la curva marcata in figura, 
(grafico di una funzione [ ] ℜ→baf ,: ), le rette di equazioni e l’asse x. 
Evidentemente si ha: 

bxax == ,

 
( ) ( ) ''' eabSeab −≤≤− . 

 

( )af

( )bf

a b

f

O

''e

'e

1.fig

x
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Consideriamo ora la fig. 2, dove abbiamo diviso l’intervallo [ ]ba,  prendendo un punto ] [bac ,∈ .  
 

y

 
Evidentemente si ha: 

( ) ( ) ( ) ( ) ''
2

''
1

'
2

'
1 ecbeacSecbeac −+−≤≤−+− . 

Con  
( ) ( ) ≥−+− '

2
'
1 ecbeac ( ) 'eab −  si è aggiunto il rettangolo tratteggiato così \ , 

( ) ( ) ≤−+− ''
2

''
1 ecbeac ( ) ''eab −  si è sottratto il rettangolo tratteggiato così / . 

Consideriamo ora la fig. 3, dove abbiamo diviso l’intervallo [ ]ba,  prendendo un ulteriore punto 
. ] [bad ,∈

 

 
Evidentemente si ha: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ''
3

''
2

''
1

'
3

'
2

'
1 edbecdeacSedbecdeac −+−+−≤≤−+−+− . 

Con  
( ) ( ) ( ) ≥−+−+− '

3
'
2

'
1 edbecdeac ( ) ( ) ≥−+− '

2
'
1 ecbeac ( ) 'eab −   

si è aggiunto un altro rettangolo tratteggiato così \ , 
 

( ) ( ) ( ) ≤−+−+− ''
3

''
2

''
1 edbecdeac ( ) ( ) ≤−+− ''

2
''

1 ecbeac ( ) ''eab −   
si è sottratto un altro rettangolo tratteggiato così / . 

 

( )af

( )bf

a bc

f

O

''
2

'' ee =

'
1e ''

1e '
2

' ee =

2.fig

x

y

( )af

( )bf

a bc

f

O d x
3.fig
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[ ]ba,Consideriamo ora la fig. 4, dove abbiamo diviso l’intervallo  prendendo un ulteriore 

 
 

alle figure 1, 2, 3, 4 si vede come suddividendo l’intervallo

punto ] [bae ,∈  
 

y

 
D [ ]ba, , aggiungendo punti, le somme di 

APPROCCIO RIGOROSO 
 
.1   Definizione -   Sia  un intervallo chiuso

prodotti con gli '
ke  aumentano mentre le somme di prodotti con gli ''

ke diminuiscono, fermo restando 
che l’area S è sempre compresa tra queste somme. Pertanto se p endessimo “infiniti” punti, si 
intuisce che sia le somme con gli '

ke , sia le somme con gli ''
ke  coinciderebbero con S. 

 

r

1 [ ]ba, ( ),ba <  
 { }nxxxX ,...,,= un ins  finito di numeri real e10 ieme i tale ch   
 

....10 bxxxa n =<<<=  
 

i chiama suddivisione di  operata da X la famiglia di intervalli parziali S [ ]ba,
 

[ ] ( ).,...,1,1 nkxxB kkk == −  
 

el seguito useremo senza ambiguità il simbolo X per indicare la suddivisione operata dall’insieme 

ell’insieme  delle suddivisioni di 

N
di punti X. 
 
N ( )ba,Ω [ ]ba,  si può introdurre una relazione d’ordine: 

.2  Definizione -  Date due suddivisioni
 
1 ∈', XX ( )ba,Ω  si dice che 'X è più fine di X e si  

ell’insiemescrive ,'XX p se l’insieme X è contenuto n  'X . 
E’ chi  se la suddivisione 'aro che, X  è più fine di X , allora l’insieme 'X è ottenuto inserendo altri 
punti nell’insieme  X . 

( )af

( )bf

a bc

f

O xd
4.fig

e



 24

Inoltre, se 21 XeX sono due suddivisioni di [ ]ba, allora l’insieme di punti 21 XX U  opera una 
suddivisione di [ ba,

, 
] che è più fine sia di  che di 1 2

 
1.3  Definizione -   Data una suddivisione 

X X . 

{ }nxxxX ,...,, 10= dell’intervallo , si dice 
arametro di finezza di X il numero 

[ ]ba,
p
 

{ }nkxx kkk ,...,1,max 1== δδ − =− . 
 

 
 

ia  e  [ ] ℜ→baf ,: { }nxxxX ,...,, 10=  una data suddivisione di [ ]ba,S , poniamo: 
 

( ){ }kk Bxxfe ∈= :inf'  
 
( ){ }kk Bxxfe ∈= :sup'' . 
 

Se f è limitata, ponendo 
 

( ) [ ]{ },,:inf ( ) [ ]{ }baxxfe ,:sup'' ∈=  'e baxxf ∈=        
 

si riconosce facilmente che 
 

{ }nkee k ,...,1:min '' == ,   
 

 { }nkee k ,...,1:max '''' == . 
 
1.4  Definizione -   Sia  limitata e [ ] ℜ→baf ,: { }nxxxX [ ]ba,,.1 ..,,0  una suddivisione di = , le 
spressioni 

     

 
si dicono, rispettivamente, somma inferiore e  della funzione f relativa alla 
uddivisione X. 

.5  Lemma -   Siano  due suddivisioni di 

e
 

( ) ∑
=

=
n

k
kkeXfS

1

'' ,, δ ( ) ∑
=

=
n

k
kkeXfS

1

'''' , δ  

somma superiore
s
 
 

21 XeX [ ]ba,  con più fine di . Allora si ha: 2X 1X1
 

( ) ≤' fS 1, X ( )2
' , XfS ,     ( ) ≥1, Xf''S ( )2

'' , XfS  
 

( in altri termini la somma inferiore  di una funzione f relativa ad una certa suddivisione, è minore o 
uguale, della somma inferiore relativa ad una suddivisione più fine, mentre avviene al contrario per 

 

la somma superiore). 
In questa trattazione Liceale omettiamo la dimostrazione del lemma. 
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[ ] ℜ→baf ,:  limitata e  due suddivisioni qualunque di , si ha: 21 XedX [ ]ba,1.6  Teorema -   Sia  
 

( ) ≤1 ( )2, X  ' , XfS '' fS
 

( in altri termini una qualunque somma inferiore è minore o uguale di una qualunque somma 
superiore).  

.7  Definizione -   Sia   limitata; i numeri reali 

In questa trattazione Liceale omettiamo la dimostrazione del teorema. 
 
 
 

[ ] ℜ→baf ,:1
 

( ) ( ) ( ){ }bfI ,'  
 

aXXfS :,sup ' Ω∈=

( ) ( ) ( ){ }baXXfSfI ,:,inf '''' Ω∈=  
 

si dicono, rispettivamente, Integrale Inferiore ed Integrale Superiore di f in secondo 
Riemann.  

[ ]ba,  

Se  
( ) ( )fIfI ''' =  

 
la funzione f si dice Integrabile secondo Riemann 

 e tale comune valore si
 

 f in  ( oppure esteso all’intervallo 

 
 chiama  

[ ]ba, [ ]ba,Integrale di  ) 
 

e si indica con il sim

 
Esempio 1. -  Consideriamo la funzione  

bolo: 

( ) ( ) ( ) ( )fIfIdxxffI
b

a

''' === ∫ . 

[ ] ℜ→4,1:f   definita da: 
 

( ) 2xxf = , 
si può dimostrare con non poca fatica che 

 
Evidentemente questo valore 21, è l’area della parte di piano compresa tra le rette di equazione 

, l’asse delle x ed il grafico della funzione f. 

Fortunatame di una funzione f in  ( sempre che sia 
ene effettuata, non utilizzando la definizione data, ma ( grazie al Teorema 

21
4

1

2 =∫ dxx . 

4,1 == xx
Osservazione:  

nte la determinazione dell’integrale definito [ ]ba,
integrabile ) vi
Fondamentale del Calcolo Integrale ) facendo ricorso ad un’altra nozione, quella di “Primitiva” o 
più in generale di “Integrale indefinito” di una funzione. Dette nozioni verranno da noi affrontate 
quanto prima. 
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Calcolo  dell’integrale 
1

, utilizzando la definizione. 

Osserviamo che la funzione data , nell’intervallo considerato , risulta: limitata, 
continua e monotona .  

 in n intervalli uguali

dxx∫
4

2

( ) 2xxf = [ ]4,1
 strettamente crescente1

[ ]4,1Dividiamo ora l’intervallo limitato , mediante l’insie nxxxX ,...,, 10=  
 di 1+n  punti, presi come segue: 

...1

me { }

4... 1110 2 =<<<<<<<<= xxx x −− nnkk xxx . 
Evidentemente l’ampiezza kδ del ge rvallo nerico inte [ ]kkk xxB ,1−= , anzi di ogni intervallo vale: 

nnn
bxx kkk

314
1 =

−
=

−
=−= −δ , cioè si ha:          a nk

n
Inoltre essendo la funzione ettamente crescete si ha

k ,...,3,2,1,3
=∀=δ . 

str : 
 

,...,3,2,1,2' =∀== ;           ( ) nkxxfe kkk ,...,3,2,1,2( ) nkxxfe '' =∀== . kkk 11 −−

I
 
n particolare osservando che: 

( ) ( )
n

nx
n

nx
n

kx
n

kx
n

x
n

xx 21,11,1 210 +=+== nnkk
31,311...,,31,11,...,33

11 +=−+=+=−+= −−

i ha: 

  

3

s

( ) ,1122
00

'
1 ==== xxfe ( ) ,311

2
2
11

'
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===

n
xxfe   ( ) ,321

2
2
22

'
3 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===

n
xxfe …, 

( ) ( ) ,31
2

2
11

' ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=== −− n

xxfe kkk …, )1−k (( ) ;31
2

2
11

' ⎟
⎠
⎞⎛ −== −− n

xxfe nnn  1⎜
⎝
+= n

( ) ,311
2

2
11

''
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===

n
xxfe …, ( ) ( )

2
2

11
''

1
311 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=== −−− n

nxx , ( )
2

2'' 31 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===

n
nxfe nnn xfe nnn  

Pertanto: 

1. ( ) ( ) ( ) 2
1

2
2

1

'

1

''

2
9

2
4521...1916133 n ⎤∑,

nn
k

n
k

nn
e

n
eXfS

n

kk
k

n

k
kk +−==⎥⎦⎢⎣

⎡ −+−+=== ∑∑
===

δ ; 

 

( ) ( ) ( ) .
2

9
2
4521...96133, 2

1

2
2

1

''

1

''''

nn
k

n
k

nn
e

n
eXfS

n

k

n

k
k

n

k
kk ++==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=== ∑∑∑

===

δ2.  Quindi 

abbiamo: 
 
( ) ( ) ( ){ } ,21,:,sup '' =Ω∈= baXXfSfI        ( ) ( ) ( ){ } ;21,:,inf '''' =Ω∈= baXXfSfI Ossia: 

2 =∫ dxx . 

Esercizio proposto

21
4

1

 

Si calcoli l’integrale 

N.B. Nella determinazione delle 1. e 2. dopo aver es ente le sommatorie si è fatto 
)

dxx∫
2

1

3 . 

plicitato ulteriorm
( )( ) .

2
121...21 222 ++

=+++
nnnn  ricorso alle: (

2
1...21 +++

nn +
=n  ,    

1 Vedasi teorema 1.9 di pagina seguente. 
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1.8 Teorema -  ( Condizione di integrabilità di Riemann ) Sia [ ] ℜ→baf ,:  limitata. 
Condizione [ ]ba,necessaria e sufficiente affinché f sia integrabile in  è che per ogni 0>ε esista una 
suddivisione X di  tale che [ ]ba, ( )−XfS ,'' ( ) ε<XfS ,' ; in simboli: 
 

( ) :,0 baX Ω∈∃>∀ε ( )−XfS , ( ) ε<'' XfS ,' . 
Dim.:  
Dimostriamo la condizione sufficiente. 
Scelto 0>ε arbitr , per la deario finizione 1.7 si ha: 

 
( ) ( ) ( ) ≤≤≤ fIfIXfS '''' , ( )XfS ,''  

E quindi 
 

( ) ( ) ε<−≤ IfI '''0 f . 
Da cui per l’arbitrarietà diε , segue 

( ) ( )fIfI ''' = . 
Dimostriamo ora la condizione necessaria. 

er definizione di integrale inferire e di integrale superiore, fissatoP 0>ε , esistono due suddivisioni 
tali che: 21

 
XedX

( ) ( )
2

, '
1

' ε
−> fIXfS  

 ( ) ( )
2

, ''''
2

ε
+< fIXfS . 

Sia . Allora, per il lemma 1.5, si ha: 
 

 21 XXX U=

( ) ( ) ( )
2

,, '
1

'' ε
−>≥ fIXfSXfS    

( ) ( ) ( )
2
ε,, '''' ''

2 +< fIX , 

a cui, essendo

≤ fSXfS

( ) ( )fIfI ''' =d , segue: 
( )−XfS ,'' ( ) ε<XfS ,' . 

 
1.9  Teorema -  Se [ ] ℜ→baf ,:  è monotona e limitata, allora essa è integrabile in 

e f sia non de . Scelto

[ ]ba, . 
Dim.: 
Supponiamo ch crescente 0>ε ed arbitrariamente, sia una 
suddivisione di , il cui parametro di finezza

{ }nxxxX ,...,, 10=
[ ]ba, δ  sia tale che 

( ) ( )afbf −
<

εδ . 

Avendosi nel caso in esame: ( )1
'

−= kk xfe ed ( )kxe nk ,...,3,2,1k f='' =∀ , risulta: 

k
kkk xfxf

1
1 δδ )

k
k afbfxfxf

1
1 . 

che f è integ ile in

 
n n

( )−XfS ,'' ( ) =XfS ,' ( ) ( )( )∑
=

− ≤− ( ) ( )( ) ( ) (( ) εδ <−=−∑
=

−k

 
Per il teorema 1.8 si ha allora rab [ ]ba, .   
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1.10   Definizione -  Se  è integrabile in [ ] ℜ→baf ,: [ ]ba,  ( )ba < , il numero μ definito da: 
 

( )∫−
= dx

ab
μ

b

a

xf1  

f in 

i ha il seguente: 
 
1.11   Teorema - ( Della media integrale ) -  Se 

[ ]ba, . Si dice valore medio di 
 
S

[ ] ℜ→baf ,:  è una funzione integrabile in [ ]ba, ,  
il suo valor medio μ è compre raso t  il suo estremo inferiore ed il suo estremo superiore in 'e ''e [ ]ba, . 
Dim.: 

}una assegnata suddivisione di Sia { xxX ,...,, 10= nx [ ]ba, ; si ha: 
 

( ) ≤XfS , ( ) ≤∫
a

dxxf'
b

( )XS ,'' . f

Avendosi inoltre  
..,'''''' eeee ≤≤≤       ,.3,2,1kk nk∀ = , 

moltiplicando per 
 

0>kδ  e sommando in k da 1 ad n, si ottiene 
 

( ) ≤− abe ' ( ) ≤XfS ,' ( ) ≤XfS ,'' ( )abe −''  
Si ha dunque 

a

 

( ) ≤− abe ' ( ) ≤
b

dxxf ( )abe −∫ ''  

Da cui,  dividendo per 0>− ab , si ricava: 

 
Osservazione: se  è continua, assume tutti i valo  tra il massime ed il minimo e 

ed p

 
≤≤ μ'e ''e . 

[ ] ℜ→baf ,: ri
quindi tutti i valori tra ertanto 'e ''e  [ ] ( ) μξξ =∈∃ fba :, . Quindi dal teorema della media si ha: 

( ) ( )∫−
=

b

a

dxxf
ab

f 1ξ  e moltiplicando ambo i membri per 0>− ab , si ha ancora 

la quantità  

( )( ) ( )∫=−
b

dxxfabf ξ  
a

( )( )abf −ξ ed altezza ( )ξfrappresenta l’area del rettangolo di base ab − , ricordando il 

significato geometrico di
a

dxxf , si capisce  la ragione per la quale la quantità ( )∫
b

( )ξμ f=  viene 

detto valore medio di f in 
 
 
 
 

[ ]ba, . 
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Valgono inoltre i seguenti: 

1.12   Teorema -  Sia 
 

[ ] ℜ→baf :  ( )ba, <   una funzione limitata e ] [bac ,∈ . Se f  bile in  
 ed in , allora essa è inte

è integra
grabile in[ ]ca, [ ]bc, [ ]ba,  e si ha: 

iceversa, vale il seguente risultato: 
 
1.13   Teorema -  Se 

 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ += . 

V

 e  è un punto qualsiasi dic ] [ba, , [ ] ℜ→baf ,:  ( )ba <   è integrabile in [ ]ba,
allora f è integrabile in li lli ciascuno deg interva [ ]ca,  e [ ]bc, . 
 
.14   Corollario -  Se [ ] ℜ→baf ,:  ( )ba <   è integrabile in [ ]ba,1  e se 

 
{ }bxxxaX n === ,...,, 10  

  
è una suddivisione dell’intervallo , allora f è integrabile in ogni intervallo 

 e risulta: 

a
∑ ∫∫ = . 

 [ ]ba,
parziale [ ]kkk xxB ,1−=

( )
xb k

( )dttfdxxf
n

k xk
=

−
1

1

egnaliamo inoltre che, se  [ ] ℜ→baf ,:  S ( )ba <   è integrabile in [ ]ba,  è utile attribuire un 
bolo 

∫ . 

finizione -  P r definizione 

( 1 )                                                           xf
b

a
∫  

                    dxxf
a

Vale allora il seguente risultato: 
 

significato al sim

( )dxxf
a

b

1.15   De oniamo pe

( ) −=∫ dxxf
a

b

( )dx

( 2 )                                           0=∫
a

.  ( )

[ ] ℜ→baf ,:  ( )ba < [ ]ba,1.16   Teorema -  Se   è integrabile in , comunque si 
prendano [ ]ba,,, ∈γβα , vale la relazione: 

( 3 )                                                 
α

. ( )
β

( ) ( )dxxfdxxfdxxf ∫∫∫ +=
β

γ

γ

α

Osservazione: Se f  è integrabile in [ ]ba, , ed βα e  sono punti di [ ]ba, , in virtù della ( 1 ) si ha: 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf ∫∫∫
1

−
=

−
−=

−

β

α

β

α

α

β αββαβα
11  

medio di f nell’intervPertanto, per il valor allo di estremi βα e , non ha importanza che βα < o 
che αβ < . 
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Esercizi 
 

1. Sia una funzione costante: [ ] ℜ→baf ,:
( ) [ ]baxkxf ,, ∈∀= . 

 
Si dimostri che 

( ) ( )abkdxxf
b

a

−=∫ . 

 
bagf ,:,2. Sian ℜ→ integrabili ino [ ] [ ]ba, . Si dimostri che 

 
[ ] ℜ→+ bagf ,:  

     ] e si ha:  

. 

 
, integ  e 

 è integrabile in [ ba,

( )( ) =+∫ dxxgf
b

a

( ) +∫ dxxf
b

a

( )dxxg
b

a
∫

3. Sia f : rabile in [ ]ba,[ ] ℜ→ba . Si dimostri che  ℜ∈λ
 

[ ] ℜ→baf ,:λ  
 

       è integrabile in  e si ha:  

. 

4. Sia

[ ]ba,

( )( ) λλ =∫ dxxf
b

a

( )dxxf
b

a
∫

 
[ ] ℜ→baf ,: ( )ba < integrabile in [ ]ba,  e non negativa. Si dimostri che  

5. Sia

( ) 0≥∫ dxxf
b

a

 

 
[ ] ℜ→baf ,: ( )ba < integrabile in [ ]ba, [ ] ℜ→baf ,:. Si dimo ri che anche  st è 

integrabile in  e si ha [ ]ba,

( ) ( )dxxfxf ∫∫ ≤ . dx
b

a

b

a

 
6. Siano integrabili in[ ] ℜ→bagf ,:, [ ]ba, . Si dimostri che [ ] ℜ→bafg ,:  è integrabile 

7. i e in  e sia 

in
 

Sia [ ]→baf ,: ntegrabil

[ ]ba, . 

ℜ [ ]ba, [ ]dc, un intervallo contenuto in . Si dimostri 
che f è integrabile in 

 
. Si dimostri, utilizzando la definizione di integrale, che 

abdx
a

−=

[ ]ba,
[ ]dc, . 

8

( i )    3x
b

∫ )ba < ,  ( ii )  332   ( 21 ax =∫     
0 2

dx
a

( )0>a . 
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 UNITA’ 9 

INTEGRABILITA’ DELLE FUNZI
 

ONI CONTIUNE A TRATTI 
 

2.1 ma -   Sia  
 

[ ] ℜ→  Teore b,  continuaf : a in [ ]ba, , allora essa è integrabile. 
 
.2  Definizione -   Sia   una funzione, [ ] ℜ→baf ,: { }nxxxX ,...,, 10= una suddivisione di [ ]ba,2  e 

{ }nX ξξ ,...,1=Ξ una  n-upla di punti tali che 
 

[ ]kkkk xxB ,1−=∈ξ nk ,...,3,2,1=∀ . 
 

auchy della lta dei punti  Si dice somma di C f relativa alla suddivisione X ed alla sce XΞ  
l’espressione:  

)
1

δξ . 

Vale il seguente: 

iamo ora alcune proprietà elementari dell’integrale nell’ambito delle funzioni continue che 
conseguono immediatamente dalla presentazione dell’integrale come limite. 
 

 continue in 

 

( XfS ,, ) (∑
=

=Ξ
n

k
kX f

 
2.3  Teorema -   Sia  [ ] ℜ→baf ,:  continua; allora le somme inferiori, le somme superiori e le 
somme di Cauchy di f tendono all’integrale di f, al tendere a zero del parametro di finezza. 
 
D

[ ] ℜ→bagf ,:, [ ]ba,2.4  Teorema -   Siano  , allora si ha: 
 

( ) ( )( ) =+∫ dxxgxf ( ) +∫ dxxf
b

( )dxxg
b

∫ . 
b

a a a

 
2.5  Teorema -   Sia  [ ] ℜ→baf ,:  continua in [ ]ba, ,  e ℜ∈λ allora si ha: 
 

( ) λλ = )dxx . ∫ dxxf
b

a

(f
b

a
∫

 
2.6 Teorema -   Sia  [ ] ℜ→baf ,:  continua in [ ]ba, ,  si ha: 
 

( )ab( ) ( ) ≤f≤− abm ' m ''  I −
 

dove ( ) [ ]{ }baxxfm ,,min' ∈=  e ( ) [ ]{ }baxxfm ,,max'' ∈= . 
[ ]ba,∈∃ξInoltre  tale che 

 

( )∫
b

dxxf
a

( )( )abf −= ξ . 
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[ ]2.7 Teorema -   Sia  ℜ→baf ,:  la funzione definita da 

Allora, quali che siano i valori di 

 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ℜ∈
<<

=ℜ∈
=

bxper
bxaper

axper
xf

μ

λ
0  

λ e μ , la funzione f è integrabile in [ ]ba,  e si ha: 

a

dxxf . 

Ne viene come conseguenza il seguente 
2.8 Teorema -   Sia   una funzione continua in 

 

( ) 0=∫
b

[ ] ℜ→baf ,: [ ]ba,  e una funzione 
definita da 

 
i valori di

[ ] ℜ→bag ,:

 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ℜ∈
<<

=ℜ∈
=

bxper
bxaperxf

axper
xg

μ

λ
 

Allora, quali che siano  λ e μ , la funzione g è integrabile in [ ]ba,  e si ha: 
 

 
2.9 Definizione -   Una funzione

( ) =∫
b

a

dxxg ( )∫
b

a

dxxf . 

[ ] ℜ→baf ,:  si dice  continua a tratti in  se esiste una 
suddivisione  

[ ]ba,

{ }bxxxaX n === ,...,, 10  
dell’intervallo  tale che f sia continua in ogni intervallo [ ]ba, ] [kkk xxB ,1−= , nk ,...,3,2,1=∀ e si 
abbia 

( ) ( ) ℜ∈= −
+

→ +
−

1
1

lim k
xx

xfxf
k

   nk ,...,3,2,1∀ =  

 
( ) ( ) ℜflim       nk ,...,3,2,1∈= −

→ − k
xx

xfx
k

=∀  

( f può assumere valori arbitrari per nkxx k ,...,3,2,1, =∀= ). 
-   U2.10 Teorema na funzione [ ] ℜ→baf ,:  continua a tratti [ ]ba,  è integrabile in [in ], e 

risulta:
ba,

 

= ∑ ∫∫
=

−

dxxfdxxf
n

k

x

x

b

a

k

k
1

1

 

 così definita: 

( )dxxf
n

k

x

x
k

k

k

∑ ∫
=

−
1

1

. ( ) ( ) =

( )
( )

(xfDove ℜ→Bf : nk ,...,3,2,1=∀ èkk )
⎩

⎪
⎧

<<
=

=
−−

+

kk

kk

per

xxxper
xxperxf

xg
11

 

o pertanto concludere che l’integrazione di una funzione continua a tratti si riduce 
all’integrazione di funzioni continue. 

( )⎪
⎨

=−

− kk

xxxf
1

Possiam
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 UNITA’ 10 
 

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE 
 

3.1   Definizione -   Sia  [ ] ℜ→baf ,:  una funzione integrabile nell’intervallo . Preso un 
,∈  la funzione 

 

[ ]ba,
[ ]bapunto c

( ) [ ] ℜ→⋅ bacF ,:,  
 
definita da 

( ) =xcF , ( )∫
c

dttf  
x

 
Si dice funzione integrale di allo  f nell’interv [ ]ba, . ( Vedasi fig. 1 ) 
   

 
Si ha il seguente: 
 
3.2  Teorema -   Se  è una funzione integrabile in

y

( )

( )bf

f  [ ]ba, , allora ( )⋅,cF  è continua in 
 
3.3  Teorema -   Se  è una funzione integrabile in 

[ ]ba, . 

 f [ ]ba,  ed è continua a destra ( risp. a sinistra ) 
nel punto ,  allora  ha derivata destra ( risp. sinistra ) nel punto e risulta: 
 

[ ]bax ,0 ∈ ( )⋅,cF 0x

( ) ( )xfxcFd =0
' ,                ( ( ) ( )xfxcFs

 
=0

' ,  ). 

  Se  è una funzione integrabile in 3.4  Corollario - f [ ]ba,  ed è continua nel punto [ ]bax ,0 ∈ ,  
allora ⋅,cF  è derivabile nel punto 0x e risulta: 

 
( )

( ) ( )00, fxcF =  
 

 

' x .

af

a bc x

f

O
1.fig

x



 34

3.5  Corollario -   Se  è una funzione continua in f [ ]ba,  è derivabile in  e per  [ ]ba,, allora ( )⋅,cF
ogni  [ ]bax ,∈  si ha: 

( ) ( )xfxcF ,' = . 

Diamo ora la seguente 
 
.6  Definizione -   Sia  

 

[ ] ℜ→baf ,:  una funzione continua a tratti in . Una funzione 
 a o di à

[ ]ba,3
continua [ ] ℜ→baG ,: llora ( )⋅,cF che per ogni punt continuit  x di f verifica l’equazione: 
 

( ) ( )xfxG =' , 
 

[ ]ba, . si dice primitiva di f in
 
Allora, se [ ] ℜ→baf ,:  è una funzione continua a tratti, per ogni [ ]bac ,∈  la funzione ( )⋅,cF  
integrale:  

( ) =xcF , ( )∫
x

c

dttf  

 
è una primitiva di f in [a ], . 

uente risultato

3.7  Teorema -   Due primitive di una stesa funzione

b
 
Vale il seg  
 

[ ] ℜ→baf ,: , continua a tratti in [ ]ba, , 
a a differiscono per una costante. Pertanto l’insieme di tutte le primitive di una funzione f continu

tratti in  è dato da: [ ]ba,
 

( ){ }ℜ∈+⋅=Φ kkcF ,, . 
 

e di integrale indefinito e si indica con la notazione: 

⎩ c

3.8  Teorema -   Sia   una funzione continua a tratti in 

A tale insieme si dà il nom
 

( ) ( )∫ ∫ ⎬
⎫

⎨
⎧

ℜ∈+=
x

kkdttfdxxf , . 
⎭

 
[ ] ℜ→baf ,: [ ]ba,  e [ ] ℜ→baG ,:  una 

primitiva qualsiasi di f  in [ ]ba, , allora: 

 
 conclusione, per calcolare l’integrale di una funzione f ( continua a tratti ) in un intervallo

 

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

aGbGdxxf . 

[ ]ba, , In
basta trovare una primiti  di f e costruire la differenza va qualsiasi G ( ) ( )bG aG− . 
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I NUMERI REALI PER VIA ASSIOMATICA 
iano ℜ un insieme,  
: ;  ;  

ue applicazioni definite in ℜ×ℜ in ℜ ossia due leggi di composizione interne dette rispettivamente 
ddizione e moltiplicazione, per le quali usiamo la seguente notazione: 

S
⋅ ℜ→ℜ×ℜ:+ ℜ→ℜ×ℜ

d
a

  è il corrispondente di  mediante l’operazione +, lo chiamiamo somma di ( )yx, x  e y  yx +
   il corrispondente di ( )yx,xy  mediante l’operazione ⋅, lo chiamiamo prodotto di x  e 

 sia inoltre ≤ una relazione d’ordine totale in ℜ. 
’insieme ℜ così strutturato è l’insieme dei numeri reali 

y  
e
L se valgono i seguenti 12 assiomi: 
 

++=++                             Proprietà associativa 
 
1.   (xzyx ⇒ℜ∈∀ ,, ) ( )zyxzy

2.   xxeexxe =+=+⇒ℜ∈∀ℜ∈∃ :  l’elemento e viene detto elemento neutro dell’addizione (∗) 
 
3.   +∀ x
 

Proprietà commutativa 

0: '' ==+ℜ∈ℜ∃∈ xxxxx      l’elemento x′ viene detto opposto di x  (**) '

4.   xyyxyx +=+⇒ℜ∈∀ ,  
 
.   ( ) ( )yzxzxyzyx5 =⇒ℜ∈∀ ,,                                              Proprietà associativa 

 
6.   l’elem. u viene detto elemento neutro della moltipl. (∗) 

.       l’elemento x′ viene detto reciproco di x  (**) 

.   Proprietà commutativa 

.            Proprietà distributiva della moltipl. rispetto all’add. 

0.

1.

2. 

 xuxxuxuu ==⇒ℜ∈∀≠ℜ∈∃ :0,
 

 1:0, ''' ==ℜ∈∃≠ℜ∈∀ xxxxxxx7
 

 yxxyyx =⇒ℜ∈∀ ,8
 

 ( ) xzxyzyxzyx +=+⇒ℜ∈∀ ,,9
 

 zyzxyxzyx +≤+⇒≤ℜ∈∀ ,,,  1
 

 xyyxyx ≤⇒≤≤ℜ∈∀ 00,0,,   1
 

 BbeAabLaLallorabaBbAaBABA ∈∀∈∀≤≤ℜ∈∃≤∈∀∈∀∅≠∅≠ℜ⊆ℜ⊆ :,;,;,  1
 

’assioma 12 è conosciuto in letteratura come assioma della completezza, inoltre possiamo dire 
( ℜ,+ ) è un gruppo abeliano; p

L
che onendo { }0* −ℜ=ℜ  risulta ( ⋅ℜ ,* ) gruppo abeliano, quindi  
ℜ,+,⋅) è un corpo commutativo cioè un campo. Riassumendo: 

(ℜ,+,⋅,≤ ) è un campo totalmente ordinato e completo. 
)  l’elemento e di cui all’assioma 2. è unico, si indica con 0 e si chiama zero. Quindi ℜ possiede   

almeno un elemento; 
     l’elemento u di cui all’assioma 6. è unico, si indica con 1 e si chiama uno. Quindi ℜ possiede   

lmeno due elementi. 
*) l’elemento x′ di cui all’assioma 3. è unico, si indica con -x e si chiama opposto di x; 

( 

(*
       
  
       a
(*

        l’elemento x′ di cui all’assioma 7. è unico, si indica con 
x

conoppurex 11−  e si chiama    

        reciproco di x.    
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RETTA REALE ESTESA 
 

Si chiama retta reale estesa, e si indica con ℜ , l’insieme ottenuto aggiungendo a ℜ  due nuovi 
on ∞− e elementi, che indichiamo c ∞+ ( - infinito e + infinito ) con le proprietà: 

I. 0;;;, =
∞−

*

=−∞=∞−+∞=∞+∞+<<∞−⇒∈∀
xx

∞+
ℜ xxxxx  

)(;)( xx  

III. )(, * xxx
 

II. +, xx
 

−∞=−∞+∞=+∞⇒ℜ∈∀

+∞=−∞)(; x  −∞=+∞⇒ℜ∈∀ −

ℜ  è un insieme totalmente ordinato, ma, come  può vedere facilmente non è un corpo
 

si . 

I NUMERI NATURALI  
SECONDO GIUSEPPE PEANO 

 
Sia n insieme ed σ : ℕ→ℕ ( un’applicazione di ℕ n ℕ )   tale da soddisfare i seguenti assiomi: 
(osservazione: ∀n ∈ ℕ, σ(n)  viene detto successivo di n ) 

1.  ℕ 
  

2. ∀ n ∈ ℕ  ⇒ σ(n) ∈ ℕ 
 

 

 
4. ∀ n ,m  ℕ     σ(n)=  (m) ⇒ n =

Se due numeri naturali hanno successivi uguali, allora i due numeri naturali  sono uguali 
5. Se T ⊆ ℕ ta

2.  n ∈ T⇒σ(n) ∈ T  
allora T = ℕ  

Principio di Induzione 
 

Per Giuseppe Peano

 ℕ u  i 

 
∃ un “signore” che chiamiamo zero e lo indichiamo con il simbolo 0, che appartiene ad
                                     

0 è un numero naturale 

Il successivo di un numero naturale è  ancora un numero naturale 
 

. ∀ n ∈ ℕ⇒ σ(n) ≠ 0 3

Zero non è successivo di alcun numero naturale 

 ∈ σ
 

 m  

le che: 
1. 0 ∈ T; 

∀

 la coppia logica ( ℕ,σ ) soddisfacente gli assiomi di cui sopra costituisce  i  
 

NUMERI NATURALI. 
 
Sostanzialmente i nume e nel quale è stata introdotta un’applicazioneri naturali sono un insiem  tale 
da 
Osservazione: Il principio di induzione in matematica viene usato sia per definire ( definizioni per 
induzione ) sia per dimostrare ( dimostr

soddisfare tutti gli assiomi di cui sopra.     

azioni per induzione ). 
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COME SOTTOINSIEME INDUTTIVO DI ℝ 

trodurre i numeri naturali secondo Peano “è cosa buona e giusta” tuttavia per le esigenze 

 

rtire dagli assiomi di Peano. 
inciamo col dare la seguente: D nduttivo di ℜ

I NUMERI NATURALI  

 
In
dell’Analisi matematica è sufficiente considerare ℕ  come sottoinsieme “particolare” di ℝ , così 
facendo si snellisce di molto il lavoro in quanto in ℕ  si trovano già “tutte” le operazioni con “tutte”
le rispettive proprietà;cosa che invece  andava fatta con “enorme” fatica, ( anche se utile per chiarire 

olte “cose” ) se tali operazioni e proprietà dovevano definirsi a pam
Incom efinizione di sottoinsieme i
 

ℜ⊆ :, seInduttivoèTT

TxTx
T

∈+⇒∈∀
∈

1.2
0.1  

Osserviamo che ℜ stesso è induttivo così pure +ℜ cioè { }xxx ≤ℜ∈ 0,/ risulta induttivo. 
Indichiamo con  F la famiglia di tutti i sottoinsiemi induttivi di ℜ cioè: 

{ } ∅≠ℜ= diinduttivomesottoinsieèXXF /  
e con X

FX∈
I  l’intersezione di tutti gli elementi della famiglia F. 

 
Si può dimostrare facilmente che    è induttivo, risulta quindi il più “piccolo” sottoinsieme 

induttivo di ℜ relativamente alla relazione di inclusione. 

ichia

hiam

ℕ

X
FX∈
I

Chiamiamo numeri naturali l’insieme 
 

X
FX∈
I  

e lo ind mo con ℕ. 
 
Intuitivamente esso contiene 0, 0+1=1, 1+1 che per definizione chiamiamo due e lo indichiamo con 
2, quindi 2+1 che per definizione lo c iamo tre e lo indichiamo con 3, ecc., ecc.,…..  
Riassumendo: 

 { },...,...,3,2,1,0 n=  
I NUMERI  INTERI RELATIVI 

ℤ = { x ∈ ℝ : x ∊ℕ V –x ∊ ℕ} cioè ℤ =  {0;1;-1;2;-2; 3;-3;…;n;-n;…}.  risulta:    ℕ⊊ℤ⊊ℝ infatti: 
  e  -1 ∉ ℕ,   -1/2 ∈  ℝ  e -1/2  ∉ ℤ 

I numeri razionali sono intuitivamente t  le possibili fraz ni, inoltre si ha: 

ostrare per esempio che  

per esempio       -1  ∈ ℤ
                                  

I NUMERI RAZIONALI 
ℚ = { x ∈ ℝ ⁄∃ p,q ∈ ℤ‚q≠0⋀x=pq¯¹} 

 
utte io
ℕ⊊ℤ⊊ℚ⊊ℝ; 

 
per il momento potrebbe anche essere ℚ =  ℝ; Ma si può dim ∉ℚ 2

2 ∈ℝ. mentre 
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INSIEME DE AZIONALI I NUMERI IRR
 

2 ∉ℚ  mentre Si può dimostrare  che   2 ∈ℝ quindi ℝ – ℚ ≠ Ø, indichiamo con ℑ
ℝ - ℚ che costitu

 l’insieme  
isce i Numeri Irrazionali. 

 , e ∈ ℑ     cioè       π, e sono numeri irrazionali. π
 

∉ℚ
 

2   

MOSTRAZIONE:    DI

Supponiamo per assurdo che  2 ∈ℚ cioè e:                 ∃ p,q ∈ ℕ‚ q≠0 : (p/q)² = 2. 

Os e

 ch

i fra loro, siano allora p,q primi tra loro; 

da (p/q)² = √2 segue che p²/q²=2; p²=2q²; p² pari; quindi  p pari 

s rviamo che non è restrittivo supporre p,q prim

( * ) 

cioè  p  è del tipo p=2k, allora da p²=2q²,  segue (2k )²=2q² ossia 4k²=2q² e quindi 2k²=q² cioè  q² 
a   q 2pari che per ( * ) signific pari, contro il fatto che  p,q  sono primi fra loro, dunque ∉ℚ 

C.V.D..   

ℜ
 
Vale il seguente teorema: ( esistenza della radice quadrata in  ) 
 

yxxy =ℜ∈∃ℜ∈∀ ++ 2:!  
 

x viene detto radice quadrata aritmetica di y e si indica con     y , cioè si pone:  yx = . 
Riassumendo: 
 

ℕ⊊ℤ⊊ℚ⊊ℝ. 

Si può dimostrare che  l’insieme   con l’applicazione σ : 
∈

→  così definita 

 
om’è naturale, successivo di x l’elemento x + 1, soddisfa gli assiomi di Giuseppe 

 
 

 
 
*   p ∈ ℕ ‚    p² pari  ⇒  p  pari. Dimostrare l’asse to equivale a dimostrare, p dispari  ⇒  p² dispari 

 
X

FX∈
I X

F
 X

FX∈
I

X
I

 
σ ( x ) = x + 1 

c
Peano. 
ioè definire, c

 
 

r
     p=2k+1 quindi   p ²=(2k+1) ²=4k²+4k+1cioè p ² dispari;  C.V.D..  
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ESISTENZADELLA RADICE QUADRATA IN ℜ  

 
 

Teorema:     yxxy =ℜ∈∃ℜ∈∀ ++ 2:! .
 

y , cioè si pone: yx = ) ( x viene detto radice quadrata aritmetica di y e si indica con 
 
Alla dimostrazione de :
 
Lemma:     

Dim.: sia 

l teorema premettiamo il seguente lemma preparatorio  

αββα ≤>∃>∀ 2:11  

ασσ <<ℜ∈ 1,  allora   
σ
ασ ∨  fanno al caso nostro, cioè: 

 

α
σ ⎠⎝

αασ ≤⎟
⎞

⎜
⎛∨≤2 ;                          ( 1 ) 

 

osse si ha:       

2

α
σ
αασ >⎟se così non f
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>

2
2 ; moltiplicando membro a membro si ha: ∧

αα
σ
ασ ⋅>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

2
2 ; cioè     ,  il che è assurdo, dunque risulta vera la ( 1 )  e quindi provato 

il lemma. 
 
Dimostriamo ora il teorema: 
 

22 αα >

Unicità:   siano xx ℜ∈ +
21 , ora non può che essere 21 xx = , infatti da yxyx =∧= 2

2
2
1: lla 21 xx <  

segue  cioè  2
2

2
1 xx < yy < ,  analogamente da   segue 21 xx > yy > . 

 
Esistenza: 
 
se ,00 == ysexhasiy 11 == xhasi ,  rimangono i seguenti due casi: 

110 ><< yey  
Proviamo il teor  seguenti due sottoinsiemi di ema per   consideriamo i1>y , ℜ : 

{ } { }ybbByaaA ℜ∈=≤= :e ≥ℜ∈ + 2: ,  osserviamo che:  + 2 ≠A Ø e  ≠B Ø infatti 
ByeA ∈ bahasiBbAa ≤1∈  ed inoltre  ∈∀∈∀ , , quindi per l’assioma 12 dei numeri reali 

∈∀∈∀≤≤ e si può dimostrare che risulta  ; infatti da segue yL =2 yL <2  aL ℜ∈∃ + : BbeAabL

che 12 >
L
y , quindi grazie al lemma testé citato 2:1

L
≤>∃ ββ , ossia L ≤β2 y 22 , quindi 

d’altro canto essendo 

y AL ∈β , 

1>β , si ha , ossia esiste un elemento di A maggiore di L, contro il 
 un e rimane provato 

il teorem uando

LL >β
fatto che AaLa ∈∀≤ ; analogamente si prova che non può essere yL >2 , d qu

, basta osservare che 11
>

y
, quindi siamo nel caso gia quando 1>y . Q  10 << y à 

visto, pertanto 
y

L:ℜ∈ +L 12 =∃ , cioè y
L

=⎟
⎠
⎞⎛

21
⎜
⎝

e con ciò abbiamo com letato la dimostrazione. p
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I COMPLESSI

ora di introdu
o contiene (i

I  NUMER  
 

Vediamo rre un nuovo campo: il corpo commutativo dei numeri complessi C . 
Tale camp n un certo senso) il corpo dei numeri reali  ℜ  e pe     

non 
Definizione – Si indica con C  l’insieme  in cui si introducono la relazione di uguaglianza e le 

ione e moltiplicaz o

Se      

rmette di risolvere alcuni
problemi che in ℜ ammettono soluzione. 

operazioni di addiz ione nel m do seguente: 
 

 
2ℜ

( ) ( )dcwbaz ,, ,= =  

I. 

Dim.: Banale se si assume come ele

dbcawz
def

=∧=⇔=  

II. ( )dbcawz ++=+ ,  
def

III. ( )bcadbdacwz
def

+−=⋅ ,  
 
Teorema – L’insieme C  sopra introdotto è un corpo commutativo rispetto alle operazioni di 
ddizione e moltiplicazioni. a

 
( )0,0=emento neutro dell’addizione , come elemento neutro 

della moltiplicazione ( )0,1=u  e si osserva che l’opposto di ( )baz ,=  è ( )baz −−=− ,  mentre se 

)≠=z  il simmetrico z  è ( ,ba  di ) ( 0,0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=−

2222
1 ,

ba
b

ba
az . 

 
eorema – (Legge di annullamento del prodotto) 

e è nullo uno dei fattori. 

T
 
Il prodotto è nullo se e solo s
 
Teorema - C   possiede un sottocorpo che è isomorfo ( )1  a ℜ . 
 
Infatti considerato il sottoinsieme ⊆ℜ C   
 

( ){ }0:, =∈==ℜ yCbaz  
 

( )0,xx →si ha che esso è un sottocorpo di C , inoltre l’applicazione  di ℜ→ℜ è iniettiva e 
 pertanto possiamo identificare  conℜ e conserva le operazioni di addizione e moltiplicazione; ℜ

scrivere x in luogo di 
onsideriamo ora l’elemento ( )1,0=i . Risulta  

( )0,x . 
C
 

( ) ( ) ( ) ( ) 10,10,11,1,0 −=−=−==  02 ⋅i
( ) Cbaz ∈= ,  vale la seguente relazione: Con tali convenzioni, tenendo conto che per ogni 

 
( ) ( ) ( ) ( )0,1,00,, abaz b⋅+==

possiamo scrivere: 
ibaz

 

+=  
 
( )1  Vedasi oltre OMOMORFIS OMORFIMI - IS SMI 
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Definizione – Il simbolo  si dice forma algebrica del num plesso . 

con i numeri
lgebrica, si esegue con le consuete regole formali, tenendo presente che  

 
 lo sviluppo di questa parte si rimanda ad un qualsiasi manuale scolastico, cos’ì 
 derivanti dalla forma trigonometrica dei numeri complessi. 

( )baz ,=ibaz += ero com
Essa riesce particolarmente utile perché il calcolo  complessi, scritti sotto forma 

12 −=i . a

Per quanto riguarda
pure per gli sviluppi
 
Altre considerazioni 
 
Siano ( )θθρ seniz += cos ( )ϕϕ senirw +e = rma cos  due numeri complessi scritti in fo
trigonometrica, si è visto che: 

( ))()cos( ϕθϕθρ +++⋅=⋅ senirwz  
 

Ora ponendo ( ) θθθ senif += cos  dalla precedente segue: 
 

( ) ( ) ( )ϕθϕθ +=⋅ fff  
 
Osserviamo pertanto che l’argomento di un numero complesso si comporta, nel calcolo formale, 

ltanto una 

 

mula di Eulero. 

Dopo di questa posizione, il numero complesso 

come l’esponente di una potenza. Nasce così l’idea di porre (per il momento è so
posizione)  

θθθ ieseni =+cos  
Nota come for
 

( )θθρ sen θρ iez =  z i= +cos  si può scrivere 
i ha allora: S

 
( )ϕθϕθ ρρ +=⋅=⋅ iii ererewz  e la nota formula di De Moivre diventa θρ innn ez = . 
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OMOMORFISMI  - ISOMORFISMI 
 

concetti di omomorfismo ed isomorfismo sono fondamentalmente importanti nell’impostazione 
ella matematica dal punto di vista della “struttura”. 

d esempio, siano dati due gruppi e 

I 
d
 

( )o,A ( )∗,BA e sia un’applicazione biettiva di A in B 
le che, detti x, y due elementi qualsiasi di A ed gli elementi di B che la f 

ssocia ad x e y, si abbi 

BAf →:
)(,)( '' yfyxfx ==ta

a
( ) ( ) ( )yfxfyxf ∗=o  

 
ossia la f fa corrispondere al composto Ayx ∈o  il composto dei corrispondenti. 

 che i due gruppi hanno la stessa “struttura”, 
ioè pur essendo diversa la natura degli elementi e la legge di composizione interna, il 

 di c posiz  il medesi

o le seguenti definizioni. 

efinizione – Siano e  due gruppi ed  un’applicazione di A in B. Si dice che 
se per og

Byx ∈∗ ''

 
In termini approssimativi, possiamo allora affermare
c
“funzionamento” rispetto a tali leggi om ione è mo. Si dice anche che i due gruppi 
sono isomorfi.  
 
Più precisamente abbiam
 
D ( )o,A ( )∗,B BAf →:
f è un omomorfismo di ( )o,A in ( )∗,B ni Ayx ∈,  si  ha 
 

( ) ( ) ( )yfxfyxf ∗=o  
 
Definizione – Si dice isomorfismo un’applicazione biettiva tra due gruppi, tale che, tanto essa 
uanto la sua invq ersa siano degli omomorfismi. 

omomorfismi dell’anello (risp. corpo o campo) 
nell’anello (risp. corpo o campo) 

In modo analogo si può dare la definizione di 
( ) ( )∗,,oA ⊗⊕,,B ; in tal caso deve essere: 
 

, Ayx ∈∀ ): ( ( ) ( )yyx fxff ∗=o ,        ( ) ( ) (yfxfy )⊗xf =⊕ . 
 

f deve conservare entrambe le leggi di composizione in rne. 
e, inoltre, l’applicazione f è biettiva si parla di isomorfismo tra  

teOssia 
( )∗,,oA e ( )⊗⊕,,B . S

 
Definizione – Due gruppi (risp. anelli o corpi o campi) si dicono isomorfi se fra essi è possibile 
stabilire un isomorfismo. 
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